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RESUMO
Motivada pelo crescente uso de materiais poliméricos bioabsorvíveis no
projeto e fabricação de implantes de uso médico (âncoras de sutura, para-
fusos de interferência, pinos, suportes, stents), a presente tese tem como
objetivo propor um modelo constitutivo capaz de representar a resposta
mecânica de materiais que, quando submetidos a solicitações mecânicas e
químicas, apresentam comportamento resultante do acoplamento de defor-
mações elasto-viscoplásticas, dano dúctil e dano decorrente de degradação
química (hidrólise). O modelo foi formulado em um contexto de cinemática
não linear, de maneira a permitir simulações que consideram deslocamen-
tos e deformações finitas condizentes com a baixa rigidez dos materiais
poliméricos. O modelo proposto é sustentado por uma base teórica termo-
dinamicamente consistente e utiliza variáveis internas para tratamento dos
fenômenos dissipativos. A atualização temporal das variáveis internas segue
princípios variacionais relacionados a caminhos de extremização de funções
potenciais. O algoritmo de atualização resultante possui uma estrutura
operacional simples que confere robustez ao procedimento. O modelo foi
implementado numericamente em um código de elementos finitos acadêmico
bem como em um programa comercial (ABAQUS/UMAT), viabilizando
assim a simulação de geometrias e condições de carregamento complexas.
Vários testes numéricos que reproduzem situações típicas de aplicação foram
executados e discutidos, permitindo comprovar a eficácia do modelo proposto
em acoplar os fenômenos citados e possibilitando estimar a resposta de dis-
positivos submetidos simultaneamente a solicitações mecânicas e químicas.
Assim, comprova-se o real potencial da formulação proposta no auxílio ao
desenvolvimento e verificação de projetos de novos produtos.
Palavras-chave: atualização constitutiva variacional, viscoplasticidade, dano
plástico, degradação hidrolítica, polímeros, materiais bioabsorvíveis, análise
de elementos finitos.

ABSTRACT
Having been motivated by the increasing use of bioabsorbable materials for
the design and production of medical devices (suture anchors, interference
screws, pins, scaffolds, stents), this thesis aims at proposing a constitutive
model capable of representing the mechanical behavior of materials that,
once subjected to mechanical and chemical loading conditions, respond by
means of coupling effects between elastic-viscoplastic deformation, ductile
damage and chemical (hydrolytic) degradation. The model is formulated in
the context of nonlinear kinematics allowing for finite deformations associ-
ated with polymeric materials. The formulation is grounded on a consistent
thermodynamic theory and makes use of internal variables in order to deal
with dissipative phenomena. The incremental update of internal variables
follows variational principles related to the extremization of potential func-
tions. The update-algorithm has a simple operational scheme, resulting in
a robust computational procedure. The model was implemented into an in-
house finite-element academic code as well as into a commercial software
(ABAQUS/UMAT), making possible the simulation of complex geometric
and loading conditions. Several numerical tests reproducing aspects of typi-
cal applications were performed and the results reported are then discussed.
By doing so, the effectiveness of such a proposal in representing the above-
mentioned coupling effects and its real potential to support the development
and verification of new products are attested.
Keywords: variational constitutive updates, viscoplasticity, plastic damage,
hydrolytic degradation, polymers, bioabsorbable materials, finite element
analysis.
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1 INTRODUÇÃO
1.1 MOTIVAÇÃO E CONTEXTO
Todos os materiais empregados em engenharia, em maior ou menor
grau, estão sujeitos a processos de degradação, sejam de natureza física (dano
mecânico, radiação etc) ou química (corrosão, oxidação, hidrólise etc). Em
geral, é desejável que tais processos possam ser previstos para que se garanta
a integridade estrutural de produtos e componentes, ou ainda, com a finali-
dade de se determinar o tempo de vida útil dos mesmos.
Como exemplo, processos de degradação controlada formam parte do
projeto de implantes médicos, nos quais se empregam materiais biorreabsor-
víveis/bioabsorvíveis 1 (fios de sutura; parafusos, âncoras e pinos ortopédi-
cos; stents). Assim sendo, passa a ser cada vez mais importante, do ponto
de vista científico e tecnológico, a formulação e o desenvolvimento de mo-
delos capazes de representar tais processos de degradação. Observa-se que
tal demanda é particularmente relevante em um contexto nacional, no qual
o desenvolvimento de produtos médicos baseados na tecnologia de materiais
bioabsorvíveis se encontra em franca expansão 2.
Materiais poliméricos são amplamente empregados na engenharia de-
vido a sua versatilidade e propriedades mecânicas. Cada vez mais, são utiliza-
dos em substituição aos metais e às cerâmicas, sendo encontrados em diversas
aplicações nas indústrias automotiva, aeroespacial, de bens de consumo em
geral, assim como na medicina (equipamentos, insumos, implantes). Por isso,
1Para que se possa manter clareza e entendimento ao longo de todo o texto, inicialmente
são feitas algumas observações relacionadas à terminologia empregada. Segundo Vert et al.
(1992 apud BARBANTI; ZAVAGLIA; DUEK, 2005), os termos biodegradável, biorreabsorví-
vel e bioabsorvível são definidos como segue. Biodegradável é a definição para os polímeros
e componentes poliméricos que devido à degradação molecular se dispersam in vivo, mas cu-
jos produtos da degradação não são eliminados pelo organismo. Já o termo biorreabsorvível se
emprega aos materiais que se degradam com a redução de sua massa molecular e os devidos pro-
dutos das reações são totalmente metabolizados e eliminados. Por sua vez, o termo bioabsorvível
refere-se àqueles materiais que se dissolvem no organismo sem que ocorra a cisão das cadeias
moleculares e sem redução de sua massa molecular. Todavia, no presente trabalho utilizaremos o
termo bioabsorvível tanto para designar os próprios materiais bioabsorvíveis quanto os materiais
biorreasborvíveis.
2Apenas para exemplificar, além dos já conhecidos dispositivos bioabsorvíveis empregados
em procedimentos de trauma e ortopedia (parafusos, âncoras, pinos etc), menciona-se o fato de
a Agência Nacional de Vigilância Sanitária (ANVISA) ter autorizado, a partir de novembro de
2014, a comercialização de stents fabricados em polímero bioabsorvível para uso em procedi-
mentos cardiovasculares (CAMBRICOLI, 2016).
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torna-se a cada dia mais necessária uma melhor compreensão de seu compor-
tamento sob diversos tipos de solicitação e condições de uso, tanto de uma
perspectiva experimental quanto de modelagem matemática/numérica.
Embora os materiais poliméricos venham ganhando espaço em aplica-
ções de desempenho estrutural, a compreensão do seu comportamento termo-
mecânico é ainda desafiadora. Mesmo em condições de solicitação mecânica
nas quais o comportamento de materiais usuais de engenharia pode ser repre-
sentado por relações relativamente simples (ex. modelos elástico-lineares), o
comportamento dos polímeros apresenta particularidades muito próprias. Em
geral, esses materiais possuem forte sensibilidade a variáveis como taxa de
deformação, tensão hidrostática, temperatura, condições químicas do ambi-
ente etc.
À medida que as aplicações alcançam um certo nível de sofisticação
tecnológica, um maior controle e uma menor margem de erros são exigidos
no projeto e análise de sistemas mecânicos. Exemplo disso, encontra-se jus-
tamente na pesquisa e no desenvolvimento de componentes produzidos com
materiais poliméricos bioabsorvíveis e empregados na medicina. Aplicações
para fins médicos devem atender com extrema segurança a função para qual
foram projetadas. Nessa área, a importância de um desenvolvimento crite-
rioso de modelos numéricos mais representativos é discutida em trabalhos
como o de Moore, Soares e Rajagopal (2010), no qual os autores frisam a
necessidade de ferramentas adequadas de projeto para o desenvolvimento de
stents fabricados com material bioabsorvível, e apresentam uma proposta de
modelo de dano como alternativa para tal fim.
Uma das características mais importantes dos materiais biodegradá-
veis e dos bioabsorvíveis está associada ao fenômeno de hidrólise. Resu-
midamente, a hidrólise consiste em um processo químico no qual ocorre a
quebra de ligações moleculares na presença de água. Não é intenção deste
trabalho um aprofundamento quanto as reações químicas envolvidas nesse
processo, e por isso, esse fenômeno será tratado em um contexto fenomeno-
lógico e discutido conjuntamente aos materiais bioabsorvíveis. O processo
de degradação resultante da reação de hidrólise será abordado como um me-
canismo de danificação dentro da estrutura fornecida pela Mecânica do Dano
Contínuo, em específico no que se refere à perda de propriedades do mate-
rial, mas não necessariamente restrito ao conceito relacionado à presença de
microtrincas e microvazios.
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1.2 OBJETIVOS
O objetivo deste trabalho é apresentar uma proposta inédita de aborda-
gem constitutiva variacional para a representação do comportamento elasto-
viscoplástico de materiais sensíveis à danificação plástica e à degradação hi-
drolítica. As bases do modelo proposto estão fundamentadas em uma estru-
tura cinemática de deformações finitas e em um princípio de atualização cons-
titutiva variacional (ORTIZ; STAINIER, 1999). Pretende-se que esse modelo
seja capaz de representar as características associadas ao acoplamento entre
fenômenos viscoplásticos, de dano mecânico dúctil e de degradação química
hidrolítica. O modelo deve permitir o seu uso em códigos de elementos fini-
tos laboratoriais e/ou comerciais, possibilitando assim a solução de diferentes
casos de estudo. Desta forma, busca-se estabelecer uma estrutura que possa
ser efetivamente utilizada no desenvolvimento de novas aplicações, produ-
tos, testes etc., e que ainda seja facilmente adaptável a novas propostas de
modelos que ampliem o domínio de aplicação da atual formulação.
1.3 CONTRIBUIÇÕES DA TESE
Tendo em vista os diversos aspectos abordados neste trabalho e a
abrangência de informações alcançadas com a pesquisa bibliográfica reali-
zada, destacam-se como principais contribuições desta tese:
• a extensão de um modelo constitutivo que acopla fenômenos de de-
gradação química hidrolítica e dano plástico dúctil para uma estrutura
cinemática de deformações finitas, que além disso inclui a represen-
tação de fenômenos viscoplásticos e tem como base um princípio de
atualização constitutiva variacional;
• a elaboração de procedimento numérico-computacional para solução
do problema constitutivo adequado à implementação em código de ele-
mentos finitos (laboratorial e comercial) e que poderá ser utilizado em
experimentos para análise e caracterização de materiais poliméricos bi-
oabsorvíveis e em simulações de produtos produzidos com esses mate-
riais;
• a disponibilização de um conjunto de resultados numéricos que pode-
rão ser utilizados como suporte para pesquisa de novos modelos cons-
titutivos e no desenvolvimento de ensaios experimentais voltados à ca-
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racterização de materiais que estejam sujeitos a processos de degrada-
ção mecânica e química (hidrolítica).
1.4 ESTRUTURA DO DOCUMENTO
A sequência deste documento está organizada tal como descrito a se-
guir. No Capítulo 2, apresenta-se uma revisão bibliográfica dos dois prin-
cipais tópicos que fundamentam esta tese, isto é, na Seção 2.1 é possível
encontrar uma breve revisão sobre modelos de degradação, particularmente
para aqueles voltados à degradação hidrolítica, enquanto na Seção 2.2, tem-se
uma descrição dos principais trabalhos de modelagem constitutiva que tomam
como base teórica a estrutura de atualização variacional também utilizada na
presente tese. O Capítulo 3 traz de forma sucinta a fundamentação teórica
minimamente necessária ao desenvolvimento e entendimento do modelo pro-
posto. Assim, na Seção 3.1.1, as principais características dos materiais poli-
méricos são revisadas, sendo em seguida na Seção 3.1.2 discutidos aspectos
relacionados aos materiais poliméricos bioabsorvíveis e ao fenômeno de hi-
drólise. Alguns dos fundamentos da mecânica do dano e da termodinâmica
do contínuo são apresentados respectivamente nas Seções 3.2 e 3.3. Conclui-
se então o capítulo de fundamentação com uma exposição da estrutura geral
do princípio de atualização constitutiva variacional (Seção 3.4). O Capítulo 4
pode ser considerado o mais importante entre todos, pois nele encontra-se o
núcleo desta tese. Nesse capítulo, descreve-se a formulação constitutiva pro-
posta em suas versões contínua e incremental. Diversas características das
respostas provenientes do modelo, algumas de suas peculiaridades numéri-
cas e exemplos típicos de aplicação são tratados no Capítulo 5. Encerra-se
então a apresentação do trabalho com o Capítulo 6, no qual são feitas as con-
siderações finais sobre a tese bem como algumas indicações e sugestões para
trabalhos futuros.
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA
2.1 MODELOS DE DEGRADAÇÃO
Nas últimas décadas, tem-se observado um crescente uso de materi-
ais bioabsorvíveis na fabricação de implantes médicos (parafusos, âncoras
de sutura, stents etc) resultando em avanços consideráveis em procedimentos
traumatológicos, ortopédicos e cardiovasculares. O desenvolvimento desses
produtos demanda um avançado conhecimento do comportamento termome-
cânico dos materiais empregados em sua fabricação. Usualmente, é possível
obter um razoável entendimento sobre as características desses materiais por
meio de ensaios físicos (tração, compressão etc) bem como através de simu-
lações numéricas. Nesse contexto, um vasto número de estudos relacionados
ao desenvolvimento de teorias e modelos que tratam do fenômeno de degra-
dação têm sido publicados. Alguns desses trabalhos, considerados como de
maior relevância para o desenvolvimento da presente tese, são brevemente
apresentados a seguir.
Em Rajagopal, Srinivasa e Wineman (2007) é apresentada uma estru-
tura geral para modelos constitutivos voltados a materiais que sofrem degra-
dação induzida por deformação. A formulação lá descrita permite que mode-
los relacionados a processos de danificação física ou química sejam pronta-
mente adaptados àquela estrutura. Além disso, constantes associadas à repre-
sentação dos materiais passam a ser alternativamente tratadas como funções
dependentes do estado de degradação e não mais como constantes propria-
mente.
A proposta anterior é posteriormente adaptada por Soares, Moore e
Rajagopal (2007, 2008), Soares (2008) e Soares, Rajagopal e Moore (2010)
resultando em modelos que levam em conta efeitos de degradação devido ao
fenômeno de hidrólise, sendo que tais trabalhos se direcionam especialmente
ao desenvolvimento de stents poliméricos. Observa-se que, entre essas pro-
postas, somente Soares (2008) acopla um modelo viscoelástico ao modelo de
dano hidrolítico. Em todos os demais casos, efeitos dissipativos estão associa-
dos exclusivamente ao processo de danificação do material. Adicionalmente,
é possível encontrar em Soares (2008) um vasto conjunto de resultados de
ensaios realizados em fibras do material poli(L-ácido láctico) (PLLA).
Propostas similares, embora não contemplem a influência do estado
de deformação, também estão presentes em publicações como as de Vieira et
al. (2011b), Vieira et al. (2011a) e Vieira, Guedes e Tita (2012, 2014). Nes-
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sas é possível identificar uma forma alternativa para avaliação da variável de
degradação hidrolítica, sendo a mesma diretamente relacionada a fatores in-
trinsecamente químicos como concentrações de água e de grupos funcionais
(éster, carboxílico) bem como a evolução do peso molecular. Como antes, os
parâmetros constitutivos também são tratados como funções da variável de
dano hidrolítico. Ressalta-se que em Vieira, Guedes e Tita (2014), os autores
empregam a proposta de Bergstrom e Boyce (1998), trazendo assim elemen-
tos de uma formulação viscoelástica não linear ao modelo. Em termos de
ensaios experimentais, esses trabalhos fornecem informações sobre a degra-
dação de fibras da blenda polimérica PLA-PCL (90/10).
Seguindo ainda os conceitos do modelo de degradação hidrolítica in-
troduzido por Soares, Moore e Rajagopal (2007), Khan e El-Sayed (2013)
propõem um formulação viscoelástico em regime de deformações finitas ba-
seada na estrutura de modelos de atualização constitutiva variacional (ORTIZ;
STAINIER, 1999). Também nesse caso, o foco concentra-se claramente no
desenvolvimento de stents poliméricos e assim modelos simplificados do par
stent-artéria são avaliados com auxílio de um modelo em elementos finitos.
Com base na classe dos modelos anteriores, Baek e Pence (2009),
Baek e Pence (2011) investigam fenômenos de degradação em materiais re-
forçados com fibras, propondo uma extensão da formulação de Rajagopal,
Srinivasa e Wineman (2007) para o caso com múltiplos processos de degra-
dação (matriz e fibras).
Adicionalmente, modelos voltados para fenômenos de concentração e
difusão (WANG et al., 2008; RAJAGOPAL; MULIANA, 2009; MULIANA;
RAJAGOPAL, 2012) contribuem para uma maior abrangência da aplicação
dos modelos destinados à representação de efeitos de danificação química. A
influência da concentração de um fluido no processo de degradação, depen-
dendo das dimensões características do problema e do tempo em que os fenô-
menos (químicos, termomecânicos) se desenvolvem, pode ser determinante
para se obter uma boa representação do processo de degradação do material.
Em Fancello et al. (2014), os autores apresentam uma formulação
constitutiva que associa o fenômeno de danificação hidrolítica ao modelo
clássico de Lemaitre para dano dúctil (LEMAITRE, 1996; LEMAITRE J.
; DESMORAT, 2005). Tal modelo traz o acoplamento de efeitos de danifica-
ção plástica-hidrolítica, sendo esse acoplamento uma característica até então
exclusiva desse modelo, ao que se tem por conhecimento.
Claramente, o emprego de materiais que se degradam quimicamente
não está restrito aos materiais poliméricos. Efeitos relacionados à oxidação
e à corrosão de metais também são alvo de interesse de pesquisadores que
33
buscam representar tais fenômenos por meio de modelos numéricos. Traba-
lhos como os de Bastos et al. (2005), Costa-Mattos, Bastos e Gomes (2008),
Gastaldi et al. (2011), Grogan et al. (2011), Costa-Mattos, Bastos e Gomes
(2014) trazem uma perspectiva complementar à análise do problema da de-
gradação de materiais que poderá ser considerada na busca por modelos mais
abrangentes com aplicação para diferentes tipos de degradação química em
uma única formulação constitutiva.
Revisões bibliográficas como as apresentadas por Bergstrom e Hay-
man (2015), Bobel et al. (2015), Boland et al. (2015) e Soares e Moore Ja-
mes E. (2015) indicam evidências do crescente interesse sobre formulações e
experimentos direcionados à avaliação das características dos fenômenos de
degradação química. Contudo, deve-se observar que apesar do atual nível de
conhecimento estabelecido, o estudo e a formulação de modelos relacionados
a esses fenômenos não devem ser considerados consolidados, estando assim
abertos a investigações e ao desenvolvimento de novos modelos.
Para finalizar, as Tabelas 2.1 e 2.2 resumem as principais característi-
cas dos modelos apresentados acima.
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2.2 MODELOS DE ATUALIZAÇÃO VARIACIONAL
Em um contexto de uma abordagem fenomenológica, relações consti-
tutivas podem ser formuladas, por exemplo, por meio de princípios variacio-
nais. Embora, em geral, modelos variacionais estejam limitados a problemas
conservativos ou a poucos fenômenos não conservativos, a estrutura baseada
na classe dos modelos de atualização constitutiva variacional proposta em
Ortiz e Stainier (1999) e Radovitzky e Ortiz (1999) tem sido utilizada com
sucesso na solução de diversas categorias de problemas termomecânicos dis-
sipativos (veja Tabela 2.3). A aplicação dos métodos variacionais em proble-
mas mecânicos não é propriamente uma novidade, aparecendo em princípios
conservativos clássicos como os de Lagrange e Hamilton ou ainda em pro-
blemas dissipativos como no caso do princípio da máxima dissipação (SIMO;
HUGHES, 1998). Uma perspectiva histórica dos métodos variacionais foge
ao escopo deste trabalho, mas poderá ser consultada em textos como os de
Lanczos (1970) e Berdichevsky (2009a, 2009b). Como veremos, uma abor-
dagem variacional apresenta características atraentes, tanto do ponto de vista
de sua estrutura matemática, quanto de sua associação natural à descrição
de problemas físicos, sendo essas algumas das fontes motivadoras desta pes-
quisa.
Ortiz e Stainier (1999) apresentam uma classe de procedimento de atu-
alização constitutiva (constitutive updates) que abrange o comportamento de
sólidos viscoplásticos. Em linhas gerais, propõe-se que as relações incremen-
tais de tensão-deformação são originárias de um pseudo-potencial, cuja exis-
tência confere ao problema de valor de contorno uma estrutura variacional.
Tal como nas formulações clássicas, a proposta se encontra fundamentada
nas bases da termodinâmica do contínuo com o uso de variáveis internas. Os
processos internos são descritos por conjuntos de equações em forma de taxa,
sendo que o formalismo adotado no tratamento das variáveis internas faz uso
de restrições internas não holonômicas. Para uma dada taxa de deformação,
tem-se que as taxas das variáveis internas e a direção do fluxo plástico são
derivadas de um princípio variacional que generaliza o princípio de máxima
dissipação. Esse formalismo, descrito em termos de taxas das variáveis inter-
nas, é estendido para uma versão discreta no tempo, de maneira a se obter um
algoritmo constitutivo incremental. Assim, por meio da minimização de uma
função denominada potencial incremental, formada pela combinação da taxa
de energia livre, um potencial inelástico conjugado e um potencial viscoso,
obtêm-se para cada incremento de tempo o valor atualizado das variáveis in-
ternas e a direção de escoamento plástico. Como afirmado anteriormente, o
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mínimo do potencial incremental age tal como um potencial para as relações
tensão-deformação, garantindo o caráter variacional da atualização. A atu-
alização constitutiva fica então reduzida a um problema de otimização não
linear, permitindo a obtenção dos novos valores das variáveis internas e dos
parâmetros cinemáticos, tal como aquele estabelecido pela direção do fluxo
plástico. Entre as dificuldades da referida proposta está o fato de a densidade
de energia de deformação pseudo-elástica ser, em geral, não convexa, o que
resultaria no crescimento de oscilações na solução do problema. Contudo,
Ortiz e Stainier (1999) argumentam que certas formulações de viscosidade
regularizariam o problema, permitindo que tal densidade de energia de de-
formação pseudo-elástica, uma vez discretizada no tempo, passe a ser quase
convexa para passos de tempo suficientemente pequenos.
A partir dessa proposta, surgem vários modelos em contextos diversos
que abrangem desde problemas relacionados a materiais biológicos até aque-
les envolvendo estimativa de erro e refino de malha bem como problemas de
acoplamento termomecânico, entre outros.
No tocante a modelos viscoelásticos, bem como viscoplásticos, Fan-
cello, Ponthot e Stainier (2006) e Fancello, Vassoler e Stainier (2008) pro-
põem uma reformulação por meio de uma representação espectral da clássica
decomposição da deformação inelástica em amplitude e direção. Tal pro-
cedimento permite a adequação de simples expressões analíticas a diversos
modelos pela escolha apropriada do potencial constitutivo.
Uma extensão das duas propostas anteriores é apresentada então por
Vassoler, Reips e Fancello (2012). Esses introduzem uma parcela anisotró-
pica à formulação com o objetivo de representar o comportamento de ma-
teriais viscoelásticos reforçados por fibras, caso típico de tecidos biológi-
cos. Ainda nesse contexto, em trabalho recente, Vassoler, Stainier e Fancello
(2016) incorporam características associadas à danificação de fibras a uma
formulação para materiais biológicos, atribuindo assim ao modelo a capaci-
dade de representação de um comportamento do tipo efeito Mullins. Modelo
também destinado a tecidos biológicos moles foi apresentado por Sayed et al.
(2008) em uma formulação abrangente, a qual contempla diversos aspectos
desses materiais tais como efeitos viscoelásticos, elastoplásticos, térmicos e
sensibilidade à tensão volumétrica, contudo desconsiderando uma contribui-
ção explícita proveniente das fibras.
Os artigos de Mosler (2009) e Mosler e Bruhns (2009) trazem uma
formulação variacional para problemas de plasticidade não associativa. Tal
como nos casos de modelos dos tipos Drucker-Prager e Mohr-Coulomb, os
autores adotam uma separação desviadora-volumétrica da energia livre de
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Helmholtz e da função de escoamento. Além disso, exemplos numéricos in-
dicam que a proposta é potencialmente eficiente e robusta. Ainda no contexto
dos problemas não associativos, Mosler (2010a, 2010b) emprega a estrutura
do clássico modelo de Armstrong-Frederick a fim de representar efeitos re-
lacionados ao encruamento cinemático não linear. Já em Mosler e Bruhns
(2010), os autores introduzem uma abordagem para casos de plasticidade
anisotrópica, sendo tal abordagem inspirada nos modelos de Hill e de Bar-
lat. Adicionalmente, é possível encontrar aplicações para elementos estrutu-
rais tal como apresentado no trabalho de Mosler e Cirak (2009), no qual a
formulação baseada em atualizações variacionais é empregada no estudo de
plasticidade e enrugamento de membranas.
Em Yang, Stainier e Ortiz (2006), por sua vez, temos uma proposta de
formulação variacional do problema de valor de contorno com acoplamento
termomecânico. A validação de tal proposta é então confirmada através de
resultados experimentais apresentados em Stainier e Ortiz (2010). Em es-
tudo realizado para três materiais metálicos: alumínio 2024-T3, α-titânio e
tântalo policristalino puro; demonstra-se a capacidade do modelo variacional
em predizer a taxa de aquecimento do material como resultado do processo
dissipativo. Isso sem a necessidade de definir a priori uma função que forneça
a parcela de trabalho plástico convertido em calor. Contudo, em uma análise
posterior, Stainier (2011) conclui que uma dependência explícita do poten-
cial de dissipação em relação à temperatura resulta em uma perda de con-
sistência do problema quando uma integração implícita é empregada. Dessa
forma, Stainier (2011) propõe uma expressão alternativa que evita que tal fato
ocorra. Uma abordagem abrangente da formulação variacional para proble-
mas termomecânicos poderá ser consultada em Stainier (2013). Adicional-
mente, trabalhos como os de Bartels et al. (2015), Canadija e Mosler (2016) e
Selke (2016) trazem uma recente perspectiva sobre problemas termomecâni-
cos ao tratarem respectivamente de questões como encruamento baseado em
equações de evolução não associativa, fadiga de baixo ciclo e abordagem de
dano não local.
Em Kintzel e Mosler (2010), os autores apresentam uma formulação
variacional para um modelo de dano elastoplástico isotrópico em regime de
pequenas deformações, o qual assemelha-se ao clássico modelo de Lemaitre.
Nesse caso, foram empregadas equações de evolução não lineares e não asso-
ciativas. Além disso, o artigo também apresenta uma comparação de desem-
penho entre a formulação variacional e o clássico esquema de mapeamento
de retorno. Através da simulação de uma condição de carregamento uniaxial
monotônico representada por meio de um modelo tridimensional, o estudo in-
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dica que quando empregado o método variacional ocorre uma grande redução
do número de incrementos necessários para se alcançar a solução final. Tam-
bém nesse trabalho, os autores destacam a necessidade de elaboração de uma
formulação variacional consistente para os casos que incluam a degradação
do material (evolução do dano). Já em Kintzel, Khan e Mosler (2010), uma
parcela frágil é incorporada ao dano total. Nesse caso, surge uma proposta de
modelo para um comportamento dúctil-frágil, característica usualmente as-
sociada ao comportamento de materiais como a liga de alumínio Al2024. A
resposta mecânica desse material, por exemplo, possui uma dependência rela-
cionada à orientação de sua estrutura interna, o que leva a um comportamento
que varia entre o dúctil e o frágil de acordo com a direção de carregamento.
Devido à estrutura estabelecida em tal formulação, as parcelas corresponden-
tes ao problema dúctil e ao problema frágil tornam-se desacopladas. Então,
uma estratégia de solução em etapas pode ser empregada, de modo que, em
primeiro lugar, resolve-se o problema relacionado à parcela dúctil e, em se-
guida, obtém-se a solução para a parcela frágil. Ainda nesse mesmo artigo,
uma estratégia para redução do número de parâmetros de material a serem
identificados é sugerida. Tal proposição recorre a uma análise preliminar
de parâmetros por meio de teorias consagradas como a lei de Paris (PARIS;
GOMEZ; ANDERSON, 1961). Em Kintzel e Mosler (2011), o mesmo mo-
delo dúctil-frágil é novamente empregado, desta vez, sendo aplicado à análise
de fadiga de baixo ciclo. Problemas relacionados à singularidade da matriz
hessiana são analisados e uma solução fechada para sua inversa é derivada.
Propostas de modelos para dano inspirados em formulações tais como a de
Gurson (1977) são também encontrados em versões baseadas em atualiza-
ções variacionais, por exemplo em Weinberg, Mota e Ortiz (2006) e Siddiq,
Arciniega e Sayed (2012). Recorda-se ainda que, como descrito na seção an-
terior, Khan e El-Sayed (2013) também empregam a estrutura de atualização
constitutiva variacional em sua proposta de um modelo de dano hidrolítico.
Por uma perspectiva de desempenho numérico, o artigo de Brassart e
Stainier (2012) faz uma comparação entre a formulação variacional e o tra-
dicional algoritmo de retorno radial. Mostra-se que, para casos nos quais
encruamento e dependência às taxas estão combinados, a escolha de um es-
quema de integração de ponto médio generalizada resulta em diferenças entre
as formulações. Essas diferenças ficam evidenciadas pela presença de um pa-
râmetro algorítmico e um termo adicional na equação de fluxo plástico. O
trabalho apresenta então uma avaliação da convergência do algoritmo varia-
cional em função da escolha apropriada de tal parâmetro algorítmico. Ainda
considerando aspectos relacionados à eficácia numérica do método, Bleier
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e Mosler (2012) mostram que a escolha inapropriada de uma regra de escoa-
mento pode levar a problemas numéricos associados à singularidade da matriz
hessiana em um esquema de Newton-Raphson. Para contornar tal problema
uma nova parametrização para a regra de escoamento é sugerida de modo a
permitir a construção de um algoritmo eficiente.
Os métodos variacionais também se aplicam a problemas de homo-
geneização e multiescala. Em Brassart et al. (2011, 2012) encontramos uma
abordagem para obtenção da resposta homogeneizada de materiais compos-
tos que apresentam respectivamente comportamento elastoplástico e elasto-
viscoplástico, estabelecendo assim uma estrutura única para problemas in-
dependentes ou dependentes da taxa de deformação plástica em função de
uma escolha adequada do potencial de dissipação. Esse método foi aplicado
à solução de problemas de elastoplasticidade e elasto-viscoplasticidade para
materiais compostos formados por uma matriz contínua com reforço de in-
clusões elipsoidais. Resultados promissores foram obtidos para a resposta
macroscópica em diversos casos, incluindo condições de carregamento cí-
clico. Já Balzani e Ortiz (2012) mostram o emprego do método na descrição
do comportamento de materiais reforçados por fibras e microestrutura tipo
treliça sujeitos a um processo de danificação. Trabalhos como o de Bleier e
Mosler (2012) também exploram o potencial de uma estrutura variacional na
formulação de um problema de multiescala.
Radovitzky e Ortiz (1999) destacam que a abordagem variacional pos-
sibilita uma formulação matemática apropriada à estimativa de erro e adap-
tação de malha em problemas não lineares. Exemplos de publicações dentro
desse contexto são encontrados nos trabalhos de Mosler e Ortiz (2007) e Mos-
ler e Ortiz (2009).
A Tabela 2.3 apresenta um quadro resumo dos artigos apresentados
entre as diversas áreas de aplicação.
Como visto, um grande esforço tem sido empreendido ao longo das
últimas décadas contribuindo para consolidação dos modelos variacionais em
diversos ramos de estudo. Tal fato reforça nosso interesse pelo método, pos-
sibilitando vislumbrar novas oportunidades de aplicação. Nota-se, por exem-
plo, a ausência na literatura de um modelo para viscoplasticidade que incor-
pore o processo de danificação plástica-hidrolítica para o caso de deforma-
ções finitas. Portanto, uma vez estabelecida as bases para tal modelo, aspec-
tos como a inclusão de uma dependência à tensão hidrostática, acoplamento
termomecânico, efeitos não locais, entre outros poderão ser explorados na
tentativa de se construir uma estrutura cada vez mais abrangente.
A seguir, faz-se a introdução dos fundamentos que serão a base da
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proposta apresentada no Capítulo 4.
Tabela 2.3: Quadro resumo. Aplicação dos modelos de atualização variacio-
nal.
Campo de estudo e aplicação Referência
Tecidos biológicos Sayed et al. (2008)
Vassoler, Reips e Fancello (2012)
Vassoler, Stainier e Fancello (2016)
Multiescala Bleier e Mosler (2013)
Homogeneização de compostos Brassart et al. (2011)
Brassart et al. (2012)
Balzani e Ortiz (2012)
Termomecânico Yang, Stainier e Ortiz (2006)
Stainier e Ortiz (2010)
Stainier (2011)
Stainier (2013)
Bartels et al. (2015)
Canadija e Mosler (2016)
Selke (2016)
Eletromagnético-mecânico Miehe, Rosato e Kiefer (2011)
Elastoplástico, viscoelástico, Ortiz e Stainier (1999)
viscoplástico Fancello, Ponthot e Stainier (2006)
Fancello, Vassoler e Stainier (2008)
Mosler e Bruhns (2009)
Mosler (2009)
Mosler e Cirak (2009)
Mosler e Bruhns (2010)
Mosler (2010a), Mosler (2010b)
Brassart e Stainier (2012)
Bleier e Mosler (2012)
Dano mecânico Weinberg, Mota e Ortiz (2006)
Kintzel e Mosler (2010)
Kintzel, Khan e Mosler (2010)
Kintzel e Mosler (2011)
Siddiq, Arciniega e Sayed (2012)
( Canadija e Mosler (2016), Selke (2016) )
Degradação química Khan e El-Sayed (2013)
Estimativa de erros / Refino de malha Radovitzky e Ortiz (1999)
Mosler e Ortiz (2007)
Mosler e Ortiz (2009)
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3 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA
3.1 MATERIAIS POLIMÉRICOS, POLÍMEROS BIOABSORVÍVEIS E
HIDRÓLISE
3.1.1 Materiais poliméricos
Nesta seção, descreve-se de forma sucinta diversos aspectos relaci-
onados aos materiais poliméricos. Em essência, segue-se aqui o textos de
Ward e Sweeney (2004), Callister (2007) e Argon (2013).
Características dos polímeros
Polímeros são materiais formados por macromoléculas dispostas na
forma de cadeias atômicas longas e flexíveis, as quais são constituídas por
unidades elementares chamadas meros. Um único mero quando analisado
isoladamente recebe a denominação de monômero. A grande maioria dos
polímeros possui sua origem em moléculas orgânicas (moléculas de hidro-
carbonos). Como exemplo, a Figura 3.1 apresenta respectivamente a fórmula
estrutural de uma molécula de etileno, seu correspondente mero (unidade de
repetição) e de uma molécula de polietileno.
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Figura 3.1: Representação da molécula de etileno (esquerda), mero ou uni-
dade de repetição (centro) e molécula de polietileno (direita).
A obtenção desses materiais é feita através de processos de polimeri-
zação (reações química que dão origem ao polímero), ou seja, sob condições
químicas e físicas apropriadas, monômeros são agrupados sequencialmente
formando as cadeias poliméricas.
Inúmeros grupos de materiais são classificados como materiais poli-
méricos, por exemplo, os plásticos, elastômeros (borrachas), revestimentos,
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adesivos, espumas e filmes plásticos. Raramente os polímeros serão utiliza-
dos em sua forma pura. É usual que eles recebam adição de cargas, plastifi-
cantes, estabilizadores, aceleradores, corantes etc., sendo que essas substân-
cias promovem alterações significativas na processabilidade e nas proprieda-
des originais dos polímeros. Tais aditivos permitem a obtenção de materiais
que se adaptem a diferentes tipos de aplicação. Contudo, deve-se observar
que a melhoria de certas propriedades sempre virá ao custo de outras.
Os polímeros são formados por quatro tipos principais de cadeias: li-
neares, ramificadas, de ligações cruzadas e em rede. As cadeias lineares são
aquelas formadas pela repetição das unidades elementares (meros) em uma
única cadeia (Figura 3.2-a), sendo que as macromoléculas se unem por forças
secundárias dos tipos van der Walls e pontes de hidrogênio. Exemplos de ma-
teriais formados por esse tipo de cadeia são o polietileno (PE), o policloreto
de vinila (PVC), o polimetil metacrilato (PMMA), as poliamidas (PA) e os
fluorcarbonos. As cadeias ramificadas são aquelas em que extensões laterais
em cadeias lineares as conectam a outras cadeias tal como ilustrado na Figura
3.2-b. São formados por esse tipo de estrutura polímeros como o polietileno
de baixa densidade (PEBD, ou do inglês LDPE). Por sua vez, estruturas for-
madas por ligações cruzadas são aquelas em que cadeias adjacentes se unem
fortemente por ligações covalentes (Figura 3.2-c), como é o caso das borra-
chas vulcanizadas. Por último, tem-se as cadeias em rede (Figura 3.2-d), nas
quais monômeros multifuncionais formam três ou mais ligações covalentes
resultando em redes moleculares tridimensionais. Entre os materiais desse
grupo estão os epóxis, o poliuretano (PU) e o fenol formaldeído (ex. baque-
lite).
(a) (b)
(c) (d)
Figura 3.2: Estruturas típicas das cadeias poliméricas: (a) linear, (b) ramifi-
cada, (c) ligações cruzadas, (d) em rede. Adaptado de Callister
(2007).
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As cadeias podem também assumir diferentes formas que permitem a
rotação, flexão e dobramento das mesmas. Além disso, em diferentes graus,
elas estarão intercaladas e entrelaçadas entre si. Essas características como
um todo (tamanho, estrutura, forma) são base fundamental das principais pro-
priedades termomecânicas dos polímeros, sendo intimamente relacionadas a
maior ou menor possibilidade de movimentação das cadeias, capacidade de
deformação do material, sua rigidez e resistência mecânica etc.
Os polímeros podem ser separados em duas categorias, a dos termo-
plásticos e a dos termofixos. Essa divisão se dá devido às características de
cada grupo no que diz respeito à mobilidade das cadeias poliméricas e em fun-
ção da temperatura. Os termofixos possuem suas macromoléculas unidas por
ligações cruzadas, o que lhes atribui as seguintes particularidades. No caso
dos plásticos termofixos, esses se apresentam na forma de materiais rígidos
e frágeis. No caso dos elastômeros, possuem uma grande elasticidade. Tais
materiais são identificados pela impossibilidade de remodelagem sob ação
da temperatura. Por sua vez, os termoplásticos possuem ligações químicas
secundárias entre suas moléculas, conferindo-lhes maior ductilidade quando
comparados aos termofixos. Sendo assim, podem ser remodelados, pois de-
vido a sua estrutura interna ocorrerá uma maior movimentação relativa de
suas moléculas sob efeito da temperatura.
Outro ponto importante relacionado às propriedades dos polímeros é
seu grau de cristalinidade. Nos materiais poliméricos, em razão de sua es-
trutura molecular, os arranjos atômicos são mais complexos que em materi-
ais metálicos e cerâmicos. A cristalinidade nos polímeros ocorre a partir do
empacotamento de suas moléculas, resultando em uma relativa organização
cristalina de seus átomos. Devido ao tamanho e complexidade das molécu-
las, os materiais poliméricos possuem apenas um certo grau de cristalinidade,
isto é, em geral eles serão parcialmente cristalinos (semicristalinos), ou por
outro lado, totalmente amorfos. Assim, o que se observa em muitos casos
são regiões cristalinas dispersas em uma matriz amorfa. A cristalinidade dos
polímeros está diretamente relacionada com: a taxa de resfriamento durante
sua solidificação, a configuração das cadeias poliméricas e o estado de de-
formação em que o material se encontra. Como consequência do arranjo
cristalino, a densidade desses materiais será tanto maior quanto maior o seu
grau de cristalização. A Figura 3.3 ilustra de forma esquemática a distribui-
ção e o empacotamento das cadeias poliméricas bem como a imagem de um
esferulito, estrutura típica em polímeros.
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Figura 3.3: Organização lamelar das moléculas de um polímero (esquerda su-
perior). Empacotamento dos átomos das cadeiais poliméricas de
polietileno (esquerda inferior). Estrutura de um esferulito (cen-
tro). Cadeias de um material amorfo (direita superior). Imagem
de microscópia ótica do material polihidroxibutirato (PHB). Figu-
ras adaptadas de Callister (2007) e imagem microscópica obtida
de DoITPoMS.
Também como função da temperatura, os polímeros amorfos e semi-
cristalinos podem se apresentar em um estado vítreo ou borrachoso. À me-
dida que há uma redução de temperatura, ocorre uma diminuição da movi-
mentação das moléculas. Assim, quando o material é resfriado abaixo de um
certo ponto Tg (temperatura de transição vítrea), esse passa de um estado bor-
rachoso (flexível) para um estado vítreo (rígido), sendo o processo inverso
também possível. A transição entre esses estados causa uma mudança brusca
de propriedades do material, por exemplo, variação da rigidez, do calor espe-
cífico e do coeficiente de expansão térmica. Muitos materiais possuem uma
temperatura de transição acima da temperatura ambiente, por isso, deve-se ter
um bom conhecimento dessa propriedade para se evitar condições de trabalho
próximas à Tg ou que transitem pela mesma.
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Figura 3.4: Variação de propriedades em relação à temperatura de transição
vítrea Tg e à temperatura de fusão Tm.
As propriedades mecânicas dos polímeros são ainda influenciadas por
quatro fatores: peso molecular, grau de cristalização, pré-deformação (plás-
tica) e tratamento térmico.
O peso molecular tem pouca influência sobre o módulo elástico, mas
é responsável pela maior ou menor resistência à tração. Embora considerado,
sob um certo ponto de vista, de menor relevância em relação à rigidez do
material, espera-se que para materiais com maior peso molecular o módulo
elástico seja maior. Também quanto maior o peso molecular, maior deverá
ser a resistência do material.
O grau de cristalização possui grande influência sobre as propriedades
dos polímeros, pois está relacionado com a capacidade de movimentação das
cadeias poliméricas, afetando o módulo de elasticidade, a resistência do ma-
terial, sua ductilidade etc. O grau de cristalização afeta essas propriedades
mecânicas, pois devido às ligações mais fortes entre as moléculas nas regiões
cristalinas a resistência à deformação tende a ser maior, como consequência,
a rigidez deve aumentar significativamente em relação às regiões amorfas. A
resistência deve também aumentar, pois as regiões cristalinas agem tal como
se fossem entrelaçamentos extras entre as moléculas, ou ainda, como partí-
culas de maior resistência, funcionando como barreiras contra a deformação.
Além disso, o material tende a se tornar mais frágil.
A pré-deformação (plástica) faz com que o material passe a apresentar
propriedades anisotrópicas. Quando submetido a um carregamento orientado
uniaxialmente, o material poderá adquirir um módulo elástico maior na dire-
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ção axial de deformação do que em relação às demais, apresentado o menor
valor a 45° da direção de carregamento. De forma similar, a resistência au-
mentará na direção paralela à deformação axial, enquanto na direção perpen-
dicular se reduzirá significativamente. De forma similar, em processos de de-
formação como trefilação e extrusão, as cadeias poliméricas em regiões amor-
fas são orientadas assemelhando-se àquelas nas regiões cristalinas, e apesar
de uma menor intensidade do que nessas regiões, as ligações intermoleculares
tornam-se mais fortes, consequentemente aumentando a resistência e rigidez
do material.
Os tratamentos térmicos também afetam a estrutura cristalina dos po-
límeros. Como resultado das modificações no grau de cristalinidade do mate-
rial, para um tratamento à temperatura constante, quanto maior a temperatura,
maiores serão o módulo elástico e a resistência resultantes, e menor a ductili-
dade do material.
Tal como os materiais metálicos e cerâmicos, algumas das proprieda-
des mecânicas comumente empregadas para caracterizar os polímeros são o
módulo de elasticidade, a resistência à tração e compressão, a deformação de
ruptura, a resistência ao impacto e à fadiga. Contudo, como afirmado anteri-
ormente, as propriedades desses materiais são muito mais sensíveis a fatores
como temperatura, condições químicas do ambiente, taxa de deformação etc.,
levando a uma faixa de valores bem ampla dessas propriedades. Diferentes
tipos de resposta mecânica são observados em ensaios de tração uniaxial de-
pendendo do tipo de polímero avaliado. Materiais poliméricos com compor-
tamento macroscopicamente frágil apresentam um comportamento proemi-
nentemente linear e possuem pouca capacidade de deformação (curva A da
Figura 3.5). Já polímeros com uma maior tenacidade frequentemente apre-
sentam comportamento tal como se observa na curva B da Figura 3.5, com
uma região elástica (viscoelástica) seguida de uma região com deformações
permanentes (viscoplástica). Um terceiro grupo, o dos materiais elastoméri-
cos, apresenta essencialmente uma resposta elástica, mesmo quando submeti-
dos a grandes níveis de deformação (curva C na Figura 3.5). Adicionalmente,
a Figura 3.6 traz como exemplo curvas de tração-deformação para alguns ma-
teriais usualmente empregados em engenharia (GSELL et al., 1992).
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Figura 3.5: Curvas de tensão vs. deformação para diferentes tipos de materi-
ais: frágil (A), dúctil (B), borrachoso (C). Adaptado de Callister
(2007).
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25°C e uma taxa de deformação de 10−4 s−1. Adaptado de GSell
et al. (1992)
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A Figura 3.7 mostra um exemplo do comportamento de dois materiais,
polietileno de alta densidade (PEAD) e policarbonato (PC), sob a influência
da temperatura (GSELL et al., 1992). Nota-se claramente que, para uma faixa
de variação de temperatura relativamente pequena, se comparada à resposta
dos metais e das cerâmicas para uma mesma variação, ocorre uma grande
mudança no comportamento dos materiais.
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Figura 3.7: Influência da temperatura nas curva de tensão-deformação para
PEAD e PC. Adaptado de GSell et al. (1992).
A taxa de deformação também é fator determinante no comportamento
dos polímeros. À medida que essa aumenta, os materiais apresentam uma
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maior resistência à deformação com consequente aumento da tensão e possí-
vel fragilização do material (Figura 3.8).
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Materiais PEAD e PC. Adaptado de GSell et al. (1992)
Outras características ainda relativas à viscosidade são fenômenos
como a relaxação de tensões, a fluência e a recuperação viscoelástica (ou
viscoplástica). A Figura 3.9 mostra esquematicamente o comportamento ca-
racterístico para esses fenômenos em relação a diferentes tipos de solicitação.
Em geral, essas são algumas das respostas que se busca representar através
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de modelos constitutivos, bem como são aproximações de ensaios utilizados
na identificação de parâmetros para tais modelos.
Figura 3.9: Representação esquemática dos fenômenos viscosos de relaxa-
ção, fluência e recuperação.
Segundo Duan et al. (2001), os polímeros amorfos vítreos à tempe-
ratura ambiente exibem um comportamento viscoelástico seguido de esco-
amento com um amolecimento e posterior enrijecimento viscoplástico ori-
entado, como o mostrado na Figura 3.10. Por sua vez, os polímeros semi-
cristalinos devem apresentar comportamento distinto, pois esses não exibem
amolecimento na curva como os amorfos, mas apresentam uma resposta vis-
coelástica com posterior aumento da resistência viscoplástica. Contudo, tal
comparação é contestável, como se observa a seguir.
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Figura 3.10: Comportamento mecânico (tração vs. deformação reais) de ma-
teriais (a) amorfos e (b) semicristalinos. Adaptado de Duan et
al. (2001).
De acordo com Callister (2007), para materiais semicristalinos é pos-
sível observar que em um ensaio uniaxial, logo após ultrapassar o valor de
tensão de escoamento superior, o corpo de prova apresenta uma deformação
localizada caracterizada por uma estricção. Contudo, diferentemente dos me-
tais, a estricção se propaga ao longo de todo o corpo de prova (Figura 3.11).
Isso ocorre porque as cadeias poliméricas se orientam na direção do carrega-
mento quando submetidas a grandes deformações, resultando em uma maior
resistência local do material e assim permitindo que haja a propagação da es-
tricção para as regiões adjacentes, menos resistentes ao fluxo viscoplástico.
Por outro lado, alguns materiais poliméricos são frágeis e apresentam pouca
ou nenhuma estricção.
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Figura 3.11: Comportamento esquemático da relação tesão-deformação de
um polímero, bem como um exemplo do fenômeno de estricção
e sua propagação em um corpo de prova.
Diferentes mecanismos de falha podem ser observados em polímeros.
Os termoplásticos podem apresentar tanto fratura frágil quanto dúctil. Fa-
tores que favorecem a fratura frágil são a redução de temperatura, aumento
da taxa de deformação, presença de entalhes, espessura do componente e
modificação da estrutura do polímero. Materiais vítreos são frágeis à bai-
xas temperaturas, mas se tornam dúcteis quando próximos da temperatura
de transição vítrea (Tg ). Como consequência, podem apresentar deformação
plástica antes da fratura. Um fenômeno comum que antecede a fratura em
materiais termoplásticos vítreos é o microfissuramento (crazing), sendo esse
resultado do escoamento localizado do material. Durante a deformação, sur-
gem microvazios interligados por pontes fibrilares (fibrilas) que apresentam
uma alta orientação das cadeias poliméricas (Figura 3.12). Essas pontes são
capazes de suportar um certo nível de tensão e de absorverem parte da ener-
gia necessária à fratura. Porém, quando as fibrilas se rompem, fazem com que
ocorra o coalescimento dos microvazios, o que progressivamente gera trincas
no material.
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Figura 3.12: Ilustração de um microfissuramento em polímeros e a subse-
quente formação de uma trinca. Adaptado de Callister (2007),
Brown e Lu (2000)
.
Como visto, são inúmeros os fatores que contribuem para a variedade
de características e comportamentos associados aos polímeros. O texto acima
é apenas uma pequena amostra dessa diversidade. Na próxima seção, algu-
mas características adicionais relacionadas à degradação dos polímeros, mais
especificamente dos polímeros biodegradáveis e bioabsorvíveis, serão apre-
sentadas.
3.1.2 Polímeros bioabsorvíveis e hidrólise
Desde a década de 1960, o materiais sintéticos bioabsorvíveis têm sido
aperfeiçoados e empregados em aplicações médicas. Atualmente sua utiliza-
ção em procedimentos de ortopedia e traumatologia (ex. parafusos, fixadores
etc.) tem sido bem aceita e em outras especialidades, como na área cardiovas-
cular (ex. stents), possuem um grande potencial de desenvolvimento. Além
disso, a utilização de materiais biodegradáveis e bioabsorvíveis não está li-
mitada a aplicações médicas, sendo esses de grande importância em produtos
e sistemas ecologicamente amigáveis, como mostra a Figura 3.13, na qual
estão esquematicamente apresentadas as respectivas áreas de utilização de al-
guns materiais no que se refere a aplicações médicas ou ecológicas (IKADA;
TSUJI, 2000).
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Figura 3.13: Aplicações médicas e ecológicas dos materiais biodegradáveis.
Adaptado de Ikada e Tsuji (2000).
3.1.2.1 Hidrólise
Uma das características mais relevantes dos materiais biodegradáveis
e dos bioabsorvíveis é associada ao fato desses materiais serem suscetíveis à
degradação por hidrólise. De forma geral, a hidrólise consiste em um pro-
cesso químico no qual ocorre a quebra de ligações moleculares na presença
de água. Em polímeros do tipo poliésteres alifáticos, tais como PLA, PGA,
PCL, entre outros, essa reação se dá devido à existência das ligações ésteres
(Figura 3.14) na cadeia molecular desses materiais. No processo de hidrólise,
a água entra em contato com a cadeia polimérica agindo sobre essas ligações
e promovendo a cisão das mesmas, o que leva à formação de oligômeros e
monômeros e, consequentemente, à redução do peso molecular do polímero.
Observa-se também que a hidrólise pode resultar em condições locais de ele-
vada acidez, o que acelera a própria taxa de hidrólise, isto é, tem-se, portanto,
uma reação autocatalítica.
Quando a hidrólise ocorre em um componente polimérico implantado
em um corpo vivo, os produtos provenientes das reações (ácidos monomé-
ricos, como o ácido láctico) permanecem no organismo, ou são metaboliza-
dos e eliminados (Ciclo de Krebs1) sem efeitos prejudiciais ao mesmo. Esse
1Veja explicação, por exemplo, em Barbanti, Zavaglia e Duek (2005)
57
fato possibilita que componentes fabricados com base nesses polímeros, uma
vez implantados e após ou enquanto cumprem sua função, sofram um pro-
cesso progressivo de degradação de forma a serem absorvidos ou eliminados.
Desta forma, reduz-se, por exemplo, a necessidade de uma intervenção cirúr-
gica posterior para remoção do implante. Nesse contexto, o uso de materiais
poliméricos ainda traz benefícios em relação aos metálicos, tais como: a não
interferência em procedimentos de radiografia e ressonância magnética; resis-
tência mecânica compatível à recuperação óssea, reduzindo efeitos de fragili-
zação e problemas relativos à remodelação; melhor adequação ao processo de
liberação de medicamentos; a inexistência de íons metálicos, tal como ocorre
com certos metais; etc.
3.1.2.2 Materiais bioabsorvíveis
Entre os vários tipos de materiais bioabsorvíveis, os polímeros poli(α-
hidróxi ácidos) e seus copolímeros são considerados os de maior importância,
porque em função das proporções dos monômeros utilizados em sua síntese
é possível obter materiais com uma variada gama de propriedades mecâni-
cas e diferentes taxas de degradação (MOTTA; DUEK, 2007). O polímero
poli(ácido láctico), PLA, possui duas formas químicas, sendo essas o poli(L-
ácido láctico), PLLA, e o poli(D-ácido láctico), PDLA. Na Figura 3.14 é
possível ver os dois enantiômeros do ácido láctico. Ambas as configurações
podem ainda ser combinadas dando origem a um copolímero com proprie-
dades intermediárias, designado poli(L-co-D, L ácido láctico), PLDLA. A
vantagem do PLDLA sobre seus homopolímeros reside no fato de suas pro-
priedades mecânicas serem equivalentes às do PLLA, contudo com menor
tempo de degradação. Nesse último caso, um fator proveniente do PDLA, o
qual possui uma taxa de degradação menor que a do PLLA (MOTTA; DUEK,
2007).
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Figura 3.14: Função éster. Enantiômeros do ácido láctico: L- e D- ácido lác-
ticos.
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Aspectos importantes em relação ao processo de degradação dos ma-
teriais bioabsorvíveis e suas propriedades físicas são discutidos em inúme-
ros trabalhos. Nesse contexto, os textos de Perego e Cella (2010) e Gleadall
(2015) são referências que trazem de forma concisa e abrangente informações
sobre diversas características do comportamento termomecânico dos materi-
ais bioabsorvíveis, tendo como base diversos resultados relatados na litera-
tura. De forma geral, muitas das características dos materiais poliméricos
biodegradáveis e dos bioabasorvíveis são as mesmas relacionadas a políme-
ros convencionais (veja Seção 3.1.1). Contudo, ressalta-se aqui alguns dos
fatores que afetam os materiais biodegradáveis e os bioabsorvíveis. Entre
esses fatores podemos citar:
• peso molecular;
• temperatura;
• pH do meio;
• processo de fabricação (obtenção do polímero; processo de injeção,
compressão etc.; tratamento de recozimento (annealing), entre outros);
• tamanho e formato da amostra (corpo de prova, dispositivo)
• morfologia (cristalinidade, orientação das cadeias poliméricas, tama-
nho dos esferulitos);
• propriedades mecânicas iniciais;
• perda de massa do material, porosidade;
• temperatura de transição vítrea.
Devido aos variados aspectos que influenciam a resposta termomecâ-
nica e a degradação desses materiais, bem como a complexa natureza desses
fenômenos, não é um fato que surpreende a diversidade e a grande dispersão
de resultados encontrados na literatura. Todavia é possível identificar cla-
ramente alguns padrões, tendências e relações. Alguns desses aspectos são
descritos a seguir com base no texto de Gleadall (2015).
Um dos fatores mais comumente associados à resposta termomecânica
e à degradação dos polímeros é o seu peso molecular. Observa-se que, embora
afirmado na Seção 3.1.1 que o peso molecular tenha pouca influência sobre o
módulo elástico (CALLISTER, 2007), segundo Gleadall (2015), no caso dos
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polímeros bioabsorvíveis, esse é um fator determinante tanto para o módulo
quanto para a resistência do material. Assim, o módulo elástico e a resistência
à tração de materiais como o PLA apresentam variações bastante evidentes à
medida que o polímero se degrada, fato constatado em inúmeros resultados
reportados na literatura e associado justamente à redução do peso molecular
durante a degradação. Observa-se, contudo, que propriedades como rigidez e
resistência podem tanto aumentar em uma fase inicial de degradação, seguida
de uma redução acentuada, quanto podem ter seus valores reduzidos desde
os primeiros instantes. A Figura 3.15 mostra algumas possíveis relações en-
tre a variação do módulo de elasticidade e o peso molecular com base nos
dados publicados por Gleadall (2015). A curva superior (tracejada) ilustra o
caso em que ocorre inicialmente um aumento do módulo, enquanto a infe-
rior (pontilhada) mostra o caso oposto em que desde os primeiros instantes
há uma queda dos valores daquela propriedade (a linha contínua sugere um
comportamento intermediário).
Figura 3.15: Algumas variações da relação entre o módulo de elasticidade
normalizado e o peso molecular normalizado (M¯n). Adaptado
de Gleadall (2015).
Juntamente com o peso molecular, o grau de cristalinidade dos políme-
ros tem influência direta sobre o comportamento dos mesmos. Via de regra,
espera-se que com o aumento do grau de cristalinidade, o módulo elástico (ri-
gidez) e a resistência do material também sejam maiores. Desta forma, como
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a cisão das cadeias poliméricas pode elevar o grau de cristalinidade, seria es-
perado que a rigidez e a resistência aumentassem à medida que o material
se degrada. Contudo, com o decaimento do peso molecular, deve ocorrer a
redução dessas propriedades. Assim, supõe-se haver uma relação de predomi-
nância entre o aumento da cristalinidade e a redução do peso molecular sobre
a dinâmica de degradação do material, o que justificaria uma elevação dos
valores dessas propriedades em um primeiro instante com posterior redução
no decorrer do processo de degradação.
Além do módulo de elasticidade e da resistência, outra propriedade
usualmente empregada para caracterizar os polímeros é a deformação de rup-
tura do material. A redução do peso molecular devido à cisão das cadeias
poliméricas durante o processo de degradação faz com que a deformação de
ruptura seja menor. Contudo, a observação experimental desse fato parece ser
ainda menos conclusiva que nos casos referentes ao módulo de elasticidade e
à resistência. Trata-se de um conjunto muito vasto de fatores que afetam essa
propriedade, mas conclui-se que a longo termo a deformação de ruptura di-
minuirá de valor à medida que o material se degrada. A observação desse fato
pode ser de certa forma evidenciada, por exemplo, no trabalho de Roesler et
al. (2014), no qual parafusos de fixação submetidos a ensaios de torção apre-
sentam uma redução em sua deformação de ruptura à medida que o estado
de degradação do material aumenta. No que se refere à relação entre grau de
cristalinidade e deformação de ruptura, a princípio, espera-se que o aumento
da cristalinidade resulte em um decaimento do valor dessa propriedade.
Além dos fatores já discutidos, outros também afetam a resposta ter-
momecânica dos materiais bioabsorvíveis, entre esses, fatores geométricos
e de escala. Experimentos mostram que espécimens de maiores dimensões
podem se degradar mais rapidamente que aquelas de menor tamanho (GLE-
ADALL, 2015). Em uma primeira análise, esse fato pode causar uma situa-
ção contraditória. Ao se projetar um dispositivo buscando uma maior rigidez
e resistência, intuitivamente poderia se propor uma geometria com maiores
dimensões, enquanto, devido ao processo de degradação, essa escolha even-
tualmente levaria a uma falha prematura em comparação a um dispositivo
com dimensões inferiores e, portanto, supostamente menos robusto.
A orientação das cadeias, que ocorre por exemplo na fabricação de fios
e fibras, também afeta a taxa de degradação do material. Assim, materiais
com e sem orientação das cadeias apresentarão diferenças na evolução da
degradação de suas propriedades.
A perda de massa resultante de efeitos erosivos também é outro fator
que altera a resistência do material. Contudo, esse processo tende a ocorrer
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já em uma etapa final da degradação, quando a funcionalidade estrutural da
amostra ou dispositivo já estaria comprometida. Observa-se então que, nos
materiais semicristalinos, o processo de hidrólise irá acontecer preferenci-
almente nas regiões amorfas. Em um primeiro instante, isso não afetará as
propriedades físicas do polímero, uma vez que a parte cristalina mantém a
coesão da matriz polimérica. Contudo, à medida que a degradação da matriz
evolui, inicia-se a redução das propriedades do material. Nota-se que a redu-
ção do módulo elástico e da resistência seguem de forma qualitativa a mesma
tendência de redução do peso molecular durante o processo de degradação.
Comparando materiais inicialmente amorfos e inicialmente semicristalinos,
tem-se que no caso dos materiais amorfos, esses apresentam um atraso no de-
caimento em relação ao peso molecular superior ao caso dos materiais semi-
cristalinos (DUEK; ZAVAGLIA; BELANGERO, 1999; GLEADALL, 2015).
O gráfico na Figura 3.16 ilustra a sequência e estágios em que se espera que
as propriedades variem ao longo do tempo.
Figura 3.16: Sequência da evolução das propriedades. Adaptado de Pietrzak,
Sarver e Verstynen (1997).
Além disso, pode-se caracterizar duas formas principais da evolução
da degradação no material. A primeira é a degradação superficial que ocorre
quando o processo de difusão da água é inferior à taxa de degradação. Sendo
assim, as moléculas de água inicialmente na superfície não alcançam o in-
terior do material. A segunda forma possível é a de degradação mássica
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(homogênea), na qual a difusão da água acontece em uma escala de tempo
muito inferior ao da degradação do material e, portanto, supõem-se que todo
volume de material se degrade uniformemente (GöPFERICH, 1996; GöP-
FERICH; TESSMAR, 2002). Alguns trabalhos ainda relacionam uma outra
possibilidade na qual, devido à alta concentração e baixa difusão no interior
do material, fator que favorece o efeito autocatalítico da hidrólise, a região
interna se degrada mais rapidamente que a região superficial (LI, 1999). A
Figura 3.17 mostra esquematicamente a sequência de degradação do material
respectivamente para os casos de: (a) degradação superficial, (b) degradação
mássica interior, (c) degradação mássica (homogênea). Na presente proposta,
adota-se como hipótese a condição de degradação mássica (homogênea).
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Figura 3.17: Sequência de degradação do material. (a) Degradação super-
ficial, (b) degradação mássica interior, (c) degradação mássica
(homogênea).
Ressalta-se ainda que resultados experimentais indicam que cargas es-
táticas, cíclicas bem como seus correspondentes níveis de deformação e/ou
tensão aumentam a taxa de degradação do polímero. Podemos citar entre al-
guns estudos que inicialmente buscaram relacionar o processo de degradação
com os estados de tensão e/ou deformação do material o trabalho de Miller
e Williams (1984), no qual testes em fios de sutura fabricados em poli(ácido
glicólico) (PGA) foram executados tanto in vitro quanto in vivo para diferen-
tes níveis de deformação e degradação. Ou ainda, em estudo mais recente,
Hayman et al. (2014) realizaram testes in vitro, tanto estáticos quanto dinâ-
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micos, em fibras de PLLA, evidenciando a clara correlação entre o estado de
solicitação mecânica do material e sua degradação hidrolítica.
3.2 MECÂNICA DO DANO CONTÍNUO
A existência ou a nucleação de microvazios e microtrincas em um só-
lido assim como suas respectivas evoluções (crescimento e coalescimento)
podem ser interpretadas como fenômenos de dano, nos quais os materiais têm
sua capacidade de suportar cargas progressivamente reduzida (de SOUZA
NETO; PERIC; OWEN, 2008). Nas últimas cinco décadas, o ramo da Me-
cânica do Contínuo denominado Mecânica do Dano Contínuo (MDC) tem se
desenvolvido com bastante sucesso. Ao se adotar a hipótese do contínuo, mi-
crovazios e microtrincas, isto é, descontinuidades relacionadas ao dano, são
consideradas suficientemente pequenas quando comparadas às dimensões de
um Elemento Representativo de Volume (ERV), de tal forma que todas as
propriedades desse volume de material podem ser representadas por variáveis
homogeneizadas (LEMAITRE, 1996; LEMAITRE J. ; DESMORAT, 2005).
Basicamente, o comportamento mecânico dos materiais pode ser ana-
lisado em três diferentes escalas: micro, macro e mesoescala. A microescala
é aquela em que se espera que os mecanismos de deformação e dano se de-
senvolvam. A mesoescala é a escala para a qual as equações constitutivas são
propostas. Finalmente, a macroescala corresponde à escala em que obser-
vamos as estruturas e componentes de engenharia (LEMAITRE, 1996). Mu-
danças nas propriedades do material podem ser observadas na mesoescala, ou
seja, na escala de um ERV, ou ainda na microescala (escala da descontinuida-
des em um ERV). Tipo e taxa de carregamento, temperatura e condições do
ambiente entre outros fatores influenciam os mecanismos que promovem a
deformação e a degradação dos materiais. Assim, variações das propriedades
na micro e na macroescala podem ser tomadas como função do tipo de carre-
gamento e mecanismos de falha. O processo de danificação está intimamente
relacionado ao mecanismo de deformação de cada material. Como extensa-
mente discutido nas obras de Lemaitre (1996), Lemaitre J. ; Desmorat (2005),
os mecanismos de falha são classificados como: falha por dano dúctil, dano
frágil, dano por fluência, dano por fadiga de baixo ciclo e dano por fadiga
de alto ciclo. Nesta tese, como será apresentado no Capítulo 4, no que diz
respeito à parcela de contribuição das deformações plásticas na danificação
total do material, consideraremos o mecanismo de dano dúctil.
No tocante à descrição matemática do fenômeno de dano contínuo,
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tem-se como a primeira tentativa de abordagem do problema aquela intro-
duzida por Kachanov em 1958 (de SOUZA NETO; PERIC; OWEN, 2008).
Kachanov propôs a utilização de uma variável escalar que caracterizava o es-
tado de danificação em um modelo para fluência uniaxial. Posteriormente,
em 1963, Rabotnov introduz o conceito de área efetiva, dando assim um sig-
nificado físico para a proposta de Kachanov. Rabotnov sugeriu que o desen-
volvimento de microvazios e microtrincas resulta na redução de área onde
forças atuam. Então, baseado nessa proposição, uma variável de dano escalar
foi definida como
d =
A0 −A
A0
, (3.1)
sendo A0 correspondente à área original sem vazios e A a área relacionada
ao material danificado, tal como ilustrado na Figura 3.18. O valor 0 (zero) é
atribuído ao material sem danificação, enquanto 1 (um) corresponde àquele
totalmente danificado. Além disso, Kachanov substitui na equação constitu-
tiva para fluência uniaxial o valor de tensão real σ pela tensão efetiva σ˜ (de
SOUZA NETO; PERIC; OWEN, 2008), sendo ambos os valores relacionados
por
σ˜ =
σ
1− d . (3.2)
Figura 3.18: Definição de área efetiva. Área sem dano (A0) e área com dani-
ficação (A).
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Outro importante conceito, esse introduzido por Lemaitre, foi o da
hipótese de deformação equivalente. Essa hipótese afirma que o compor-
tamento de um material danificado submetido a uma deformação pode ser
representado pelas mesmas leis constitutivas estabelecidas para um mate-
rial íntegro (sem dano), para isso, bastando substituir a tensão real pela ten-
são efetiva (LEMAITRE, 1996; de SOUZA NETO; PERIC; OWEN, 2008).
Observa-se, no entanto, que outras formas de equivalência também são pos-
síveis, por exemplo, as hipóteses de tensão equivalente (SIMO; JU, 1987) e
de energia equivalente (elástica ou total) (CORDEBOIS; SIDOROFF, 1982;
CHOW; LU, 1992). Uma comparação entre essas hipóteses é apresentada
por (SKRZYPEK; GANCZARSKI, 1999). Embora alguns autores advoquem
ser a equivalência em energia a opção mais adequada (SKRZYPEK; GANC-
ZARSKI, 1999), no presente trabalho empregaremos a hipótese de deforma-
ção equivalente por sua simplicidade de adequação à formulação desenvol-
vida.
Além dos modelos associados à proposta de Lemaitre, outras formu-
lações são encontradas na literatura, tal como a de Gurson para materiais
porosos. Nessa classe de modelos, a variável de dano está associada intrinse-
camente ao crescimento de vazios devido à ação mecânica. A correspondente
variável interna é definida como a fração volumétrica desses vazios em uma
matriz (GURSON, 1977; TVERGAARD, 1987; ZHANG, 1995b; ZHANG,
1995a). Deve-se observar no entanto, que muitos autores argumentam que
tais modelos baseados na fração volumétrica de vazios não fazem parte da
mecânica do dano contínuo, pois não satisfazem certos fundamentos termo-
dinâmicos (veja, por exemplo, Santaoja e Talja (2000)). Ambas as famílias
de modelos (Lemaitre e Gurson) são caracterizadas por variáveis escalares
e aplicam-se à condição de dano isotrópico, contudo, muitos dos conceitos
são estendidos a formulações para casos como os de dano anisotrópico, com
dependência à tensão volumétrica, abertura e fechamento de trincas etc.
A Figura 3.19 ilustra um caso de aplicação da MDC na obtenção de
um campo escalar de dano em um teste de tração uniaxial de uma chapa em
aço baixo-carbono (largura 12.9 mm, espessura 0.9 mm) e a fratura observada
experimentalmente.
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Figura 3.19: Exemplo de aplicação da MDC. Comparação do campo de dano
estimado computacionalmente com o modelo de Lemaitre e
a ocorrência de trinca observada em experimento (CASTRO,
2012).
Na proposta que é apresentada no Capítulo 4, a evolução do dano plás-
tico segue em essência o modelo de Lemaitre. Em sua versão simplificada,
na qual apenas o encruamento isotrópico é considerado, o potencial de fluxo
adotado por Lemaitre, Equação (3.3), é formado por uma parcela proveniente
da função de escoamento Φ e outra associada ao processo de danificação.
Essa segunda parcela é dependente funcionalmente da força termodinâmica
Y , conjugada à variável de dano, sendo tal parcela descrita por uma lei de
potência em relação à Y , isto é
Ψ = Φ +
N
(1− d)(S + 1)
(−Y
N
)S+1
, (3.3)
Como consequência da escolha desse potencial, tem-se a lei de evolução para
o dano dada por
d˙ = γ˙
∂Ψ
∂(−Y ) =
γ˙
1− d
(−Y
N
)S
, (3.4)
sendo S, N constantes relacionadas ao material e γ˙ um multiplicador de La-
grange.
A proposta de um potencial de dano como uma função de potência
condiz com observações experimentais que sugerem uma relação não linear
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para esse potencial com a variável Y (LEMAITRE J. ; DESMORAT, 2005),
além de ser compatível com modelos empíricos que descrevem a evolução
de dano em casos como o de fratura frágil, dúctil, por fadiga e fluência (LE-
MAITRE, 1985a, 1985b, 1996). Por se tratar de uma proposição abrangente,
a escolha de um potencial com as mesmas características pode ser conside-
rada como uma opção razoável para uma abordagem que inclua diversos tipos
de materiais, inclusive materiais poliméricos.
3.3 TERMOMECÂNICA DO CONTÍNUO
Nesta seção, descreveremos brevemente alguns princípios da termo-
mecânica do contínuo com o objetivo de formalizar contextualmente alguns
conceitos fundamentais e estabelecer uma notação apropriada.
Conservação de massa
Considere um corpo B que ocupa uma região aberta do espaço Ω,
limitada por um contorno Γ . O princípio da conservação de massa pode então
ser expresso para qualquer ponto material do corpo B por meio da equação
ρ˙+ ρ∇ · u˙ = 0 , (3.5)
na qual ρ representa a massa específica, u é o vetor deslocamento e ∇ · (•) é
o operador divergência. A Equação (3.5) é usualmente denominada como a
equação da continuidade. O significado físico dessa equação é interpretado
por Malvern (1969, p. 207) que afirma ser o divergente do vetor velocidade
a medida do fluxo de material que sai de uma partícula e que se iguala à taxa
unitária do decrescimento da densidade na vizinhança da mesma.
Balanço de momento
Em sua configuração deformada (espacial) e para qualquer ponto do
corpo B, o balanço de momento, tanto linear quanto angular, pode ser ex-
presso em termos do tensor de tensões de Cauchy σ por meio das seguintes
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equações diferenciais e condições de contorno:
∇ · σ + b = ρu¨ em Ω , (3.6a)
t = σn em Γ , (3.6b)
σ = σ T , (3.6c)
sendo b o vetor força de corpo, n um vetor unitário normal à superfície
deformada e t um vetor força por unidade de área, o qual chamaremos de
vetor trativo. A Equação (3.6a) é chamada de equação do movimento de
Cauchy (MALVERN, 1969) e a simetria de σ em (3.6c) é consequência do
balanço do momento angular.
Primeira lei da termodinâmica
Esse princípio rege a conservação da energia em um sistema físico,
isto é, estabelece que a soma da potência mecânica e do calor que entram no
sistema será igual à taxa da variação total da energia do mesmo. A potência
de entrada será aquela correspondente à potência produzida por uma força ex-
terna por unidade de área (vetor trativo) mais a potência resultante das forças
de corpo atuando sobre B. A entrada de calor será dada pelo calor conduzido
através da fronteira Γ e do calor produzido por uma fonte de calor interna em
B. Desta forma, para qualquer ponto de B, teremos
u˙ = σ : D + r −∇ ·q , (3.7)
na qual u é a energia interna por unidade de volume, D é o tensor taxa
de deformação, σ : D é a potência das tensões por unidade de volume na
configuração deformada de um corpo, r é a o calor produzido por unidade de
volume e q é o vetor fluxo de calor.
Segunda lei da termodinâmica
Esse princípio, o qual está diretamente relacionado à irreversibilidade
de processos dissipativos, postula que, em um corpo B, a taxa de variação da
entropia é sempre maior ou igual à taxa de entrada de entropia, quantificada
como o fluxo de calor por unidade de temperatura que ingressa no sistema no
qual tal troca acontece (MALVERN, 1969). A forma local desse postulado é
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dada pela seguinte desigualdade
s˙+∇ ·
[ q
T
]
− r
T
≥ 0 , (3.8)
que é válida para qualquer ponto de B, sendo s a entropia por unidade de
volume e T a temperatura absoluta.
Desigualdade de Clausius-Duhem
Combinando o primeiro e o segundo princípios, obtemos a desigual-
dade
s˙+∇ ·
[ q
T
]
− 1
T
(u˙ − σ : D + r +∇ ·q) ≥ 0 . (3.9)
Então, introduzindo em (3.9) a energia livre de Helmholtz W , dada por
W = u − T s , (3.10)
e a identidade
∇ ·
[ q
T
]
=
1
T
∇ ·q− 1
T 2
q · ∇T , (3.11)
obtém-se a desigualdade de Clausius-Duhem:
σ : D− (W˙ + sT˙ )− 1
T
q · ∇T ≥ 0 . (3.12)
Tendo em vista que, devido à Lei de Fourier, o último termo à direita da
desigualdade é sempre não negativo (calor flui das partes mais quentes para
as mais frias do corpo), isto é,
−q · ∇T ≥ 0 , (3.13)
obtém-se a desigualdade de Clausius-Planck:
σ : D− (W˙ + sT˙ ) ≥ 0 . (3.14)
Finalmente, se consideramos que o processo analisado é isotérmico,
T˙ é nulo e a desigualdade toma a forma
D = σ : D− W˙ ≥ 0 , (3.15)
na qual D define a potência dissipada, sendo essa contabilizada como a di-
ferença entre a potência produzida pelas tensões diminuída da variação de
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energia livre. Essa desigualdade terá papel importante na imposição de restri-
ções nos modelos constitutivos que descrevem o estado de tensão bem como
sua dependência em relação às variáveis de estado e suas taxas.
3.4 FORMULAÇÃO VARIACIONAL
Ainda com o objetivo de apresentar alguns conceitos essenciais e a no-
tação necessária para entendimento do modelo descrito no Capítulo 4, aspec-
tos gerais da estrutura estabelecida em Ortiz e Stainier (1999) são mostrados
a seguir.
Considere E = {F,Z} um conjunto de variáveis de estado no qual F é o
gradiente de deformação e Z é uma representação geral de variáveis internas
(escalar, vetorial, tensorial) relacionadas a processos dissipativos. Considere
também que a energia livre de Helmholtz W depende de E, de forma que
W =W (E), P = ∂W
∂F
, Q =
∂W
∂Z
, (3.16)
sendo P o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff e Q forças termodinâmicas con-
jugadas à Z. Desprezando os efeitos térmicos, a dissipação mecânica D é
dada pela diferença entre a potência produzida pela tensão e a taxa da energia
livre (GURTIN; FRIED; ANAND, 2010):
D = P : F˙− W˙ = −Q ∗ Z˙ ≥ 0, (3.17)
sendo ∗ a representação de uma operação produto adequada aos termos. Uma
forma efetiva de se satisfazer a desigualdade (3.17) é considerar a existência
de um potencial φ = φ (Q;E) que seja convexo, não negativo e de valor zero
na origem, de forma que −Z˙ ∈ ∂φ (Q), sendo ∂φ (Q) o conjunto de subdife-
renciais relacionados a φ (Q). Pelas propriedades associadas à convexidade
de φ, existirá uma função convexa conjugada φ∗ para a qual
φ∗ = sup {−Z˙ ∗Q−φ (Q)}, Q∈ ∂φ∗(−Z˙), (3.18)
sendo φ∗ a transformada de Legendre-Fenchel de φ. Caso φ∗ seja Fréchet di-
ferenciável, o conjunto ∂φ∗(−Z˙) se reduz a um único elemento, Q = −∂φ∗(Z˙)
∂Z˙
,
o que permite escrever a seguinte igualdade, representando a equação de evo-
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lução das variáveis internas:
∂W (Z)
∂Z
+
∂φ∗(Z˙)
∂Z˙
= 0 . (3.19)
Uma forma alternativa de se definir as equações de estado (3.16) é dada pelas
seguintes funções potenciais
P (F˙, Z˙;E) = W˙ (F˙, Z˙;E) +φ∗(Z˙;E) = ∂W
∂F
: F˙ +
∂W
∂Z
∗ Z˙ +φ∗(Z˙;E), (3.20)
P¯ (F˙;E) = inf
Z˙
P (F˙, Z˙;E) . (3.21)
Pode-se verificar que as condições de otimalidade do problema (3.21)
levam à equação de evolução (3.19), enquanto a derivada parcial de P¯ em
relação à F˙ resulta na equação de estado
P =
∂W
∂F
=
∂P¯ (F˙;E)
∂F˙
. (3.22)
Em outras palavras, o potencial efetivo P¯ , isto é, P avaliado na variável mi-
nimizante Z˙, faz o papel de um potencial para P em termos do argumento F˙.
Uma forma convencional de se obter as leis constitutivas incrementais de um
problema é dada por meio de procedimentos de integração no tempo de suas
correspondentes equações na formulação para o contínuo. Contudo, dentro
da presente abordagem, as respectivas atualizações incrementais são obtidas
por meio de um processo de extremização. Para tal, os seguintes potenciais
incrementais são definidos
W (Fn+1,Zn+1;En) =W (Fn+1,Zn+1)−W (Fn,Zn)+∆tφ∗(Zn+1;En) , (3.23)
W¯ (Fn+1;En) = inf
Zn+1
W (Fn+1,Zn+1;En) . (3.24)
De forma similar ao caso de P¯ em (3.21), a minimização em (3.24)
resulta em uma expressão incremental para a equação de evolução:
∂Wn+1
∂Zn+1
+∆t
∂φ∗(Zn+1)
∂Zn+1
= 0 . (3.25)
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Adicionalmente, a derivada parcial de W¯ (En+1) em relação a Fn+1 resulta na
forma discreta para a atualização constitutiva da tensão (ORTIZ; STAINIER,
1999):
Pn+1 =
∂W¯
∂Fn+1
, (3.26)
que pode ser escrita de forma alternativa em termos do tensor de deformações
de Cauchy-Green à direita Cn+1, resultando no segundo tensor de tensões de
Piola-Kirchhoff
Sn+1 = 2
∂W¯
∂Cn+1
. (3.27)
Pode-se demonstrar que tais expressões incrementais são definidas de
forma consistente, no sentido que as mesmas convergem para as equações
contínuas em taxa, uma vez que o incremento no tempo tenda a zero.
Considerando que as equações constitutivas e as de compatibilidade
são satisfeitas, o problema de equilíbrio pode ser posto como a minimização
de um potencial de energia total incremental na configuração indeformada
Ω0 com contorno Γ0:
x∗n+1 = arg minxn+1∈K
H(xn+1) , (3.28)
H(xn+1) =
∫
Ω0
W¯ (F(xn+1)) dΩ0 −
[∫
Ω0
b0 · xn+1 dΩ0 +
∫
Γ0
f0 · xn+1 dΓ0
]
,
(3.29)
sendo b0, f0 respectivamente forças de corpo e de superfície na configuração
de referência e K o conjunto de deformações admissíveis. Condições neces-
sárias de otimalidade levam então ao Princípio dos Trabalhos Virtuais (PTV),
∫
Ω0
Pn+1 : ∇δx dΩ0−
[∫
Ω0
b0 · δx dΩ0 +
∫
Γ0
f0 · δx dΓ0
]
= 0, ∀δx ∈ V ,
(3.30)
sendo V o conjunto de deformações virtuais.
Uma vez descritos os fundamentos da formulação, apresenta-se a se-
guir no Capítulo 4 uma aplicação direta dessa estrutura variacional. Descreve-
se então o caso de um modelo constitutivo apropriado à representação do
comportamento de materiais com características elasto-viscoplásticas sujeitos
a um processo de danificação induzido por solicitações de natureza mecânica
e química (hidrolítica) acopladas.
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4 FORMULAÇÃO DO MODELO DE DANO DÚCTIL-
HIDROLÍTICO
Inicialmente, antes de nos atermos à formulação matemática do pro-
blema constitutivo, algumas considerações devem ser feitas. O modelo aqui
adotado para as relações viscoplásticas segue aquele descrito em Brassart e
Stainier (2012), isto é, emprega-se o formato tradicional de uma função de
dissipação baseada no modelo de Perzyna. Os termos relacionados à formu-
lação do dano dúctil são combinados de forma a aproximar o formato clássico
do modelo de Lemaitre (LEMAITRE, 1996; LEMAITRE J. ; DESMORAT,
2005), considerando um processo de danificação de natureza isotrópica por
meio de uma variável de dano escalar. Além disso, o modelo fundamenta-se
na hipótese de deformação equivalente e de forças termodinâmicas efetivas.
Ressalta-se que modelos tais como o de Lemaitre possuem limitações relaci-
onadas à representação do dano nos casos para os quais o estado de tensões
compressivas seja predominante. Possíveis correções de tal deficiência não
fazem parte da atual proposta.
Em termos relativos à degradação química, parte-se do princípio que
efeitos difusivos associados ao fluido responsável pela degradação do mate-
rial ocorrem em escala de tempo muito inferior ao processo de danificação
propriamente. Sendo assim, na presente formulação não se considera os res-
pectivos efeitos associados à difusão. Embora tal hipótese possa trazer certas
limitações à aplicação do modelo, em um grande número de casos a mesma
não será impeditiva, por exemplo, quando as dimensões do componente a ser
avaliado são relativamente pequenas (stents, parafusos, âncoras, pinos, fio de
sutura etc.). De forma geral, o modelo de evolução de degradação hidrolítica
assim como o acoplamento de dano dúctil-hidrolítico são similares àquele
proposto por Fancello et al. (2014) para deformações infinitesimais. Todos
os aspectos acima mencionados são definidos então dentro da estrutura vari-
acional estabelecida por Ortiz e Stainier (1999) e Radovitzky e Ortiz (1999),
como apresentado a seguir.
É importante, contudo, destacar que a proposta detalhada a seguir é
baseada em uma formulação local de dano e, portanto, sujeita às conhecidas
dificuldades causadas por tal tipo de abordagem (ex. dependência à malha
etc.) (NEEDLEMAN, 1988; MURAKAMI; KAWAI; RONG, 1988; MURA-
KAMI; LIU, 1995). Com o objetivo inicial de se estudar as potencialidades
dos acoplamentos pretendidos, a presente proposta foi elaborada com ciência
de tal limitação. Destaca-se, por outro lado, que alternativas como as apre-
sentadas em Moës et al. (2010), Bernard, Moës e Chevaugeon (2012), Stolz
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e Moës (2012) e Selke (2016) permitem o controle de localizações mediante
técnicas externas ao modelo constitutivo, e consequentemente o uso de mode-
los locais sem as patologias mencionadas. Finalmente, a extensão dos resul-
tados aqui obtidos para modelos intrinsecamente não locais (PEERLINGS et
al., 2001; LEMAITRE J. ; DESMORAT, 2005) é passível de trabalhos futu-
ros. Cabe ainda mencionar que formulações baseadas em modelos viscoplás-
ticos, tal como a atual, podem eventualmente amenizar os efeitos negativos
relativos a uma formulação local (NIAZI; WISSELINK; MEINDERS, 2012).
4.1 FORMULAÇÃO PARA O CONTÍNUO
Considerando uma formulação em uma estrutura cinemática para de-
formações finitas, emprega-se aqui a clássica decomposição multiplicativa de
Kröner-Lee para o tensor gradiente de deformação, F = FeFp. O tensor gradi-
ente de deformação plástico Fp é considerado como isocórico e o gradiente de
velocidade, L = F˙F−1, é separado em suas respectivas contribuições elástica
e plástica:
L = Le + FeLp(Fe)−1, Le ≡ F˙e(Fe)−1, Lp ≡ F˙p(Fp)−1. (4.1)
O tensor elástico Fe é decomposto em suas parcelas isocórica Fˆe e volumétrica
Fv , fornecendo assim o tensor elástico isocórico de Cauchy-Green à direita
Cˆe:
Fe = FˆeFv , Fˆe = J− 13 Fe , Fv = J 13 I , Cˆe = Fˆe T Fˆe, (4.2)
sendo J = detF e I o tensor identidade de segunda ordem.
Considera-se que o modelo é dependente do seguinte conjunto de va-
riáveis de estado:
E =
{
F,Fp,α,dp,dh
}
, (4.3)
Nesse conjunto são incluídos os tensores gradiente de deformação F e plástico
Fp assim como a variável interna escalar α, que consiste em uma medida da
deformação plástica acumulada. As variáveis internas de dano dúctil dp e
hidrolítico dh merecem comentários à parte. No presente contexto, a variável
escalar de dano dúctil dp deve ser considerada como uma medida de perda de
propriedades mecânicas originadas pelo processo de deformação inelástica
no meio. No caso de metais ela é comumente relacionada ao crescimento
progressivo de microvazios e microtrincas. No caso de polímeros, esse dano
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é frequentemente relacionado à ruptura de cadeias e ligações químicas devido
à existência de escoamento inelástico entre as macromoléculas. O processo de
degradação hidrolítica, por outro lado, afeta propriedades macroscópicas do
material de forma similar à danificação de origem mecânica: rigidez elástica,
limite de escoamento, características de resistência ao fluxo de deformações
são visivelmente modificadas em decorrência do fenômeno de degradação
química. Assim, mesmo que degradações de origem mecânica e química
venham a acontecer em escalas diferentes na microestrutura do material, no
presente caso, seus efeitos macroscópicos serão modelados por variáveis de
dano contínuo, permitindo que de forma aditiva essas variáveis definam o
estado de dano (ou degradação macroscópica) total d:
d = dp + dh, d ≤ 1 . (4.4)
Define-se então um potencial de energia livre W linearmente depen-
dente em relação à variável de dano total d, podendo esse potencial ser de-
composto aditivamente em suas contribuições elástica isocórica W e, plástica
W p e volumétrica elástica U , assim
W = (1− d)
[
W e(Cˆe) +W p(α) +U (J)
]
. (4.5)
É importante notar que, tal como em Kintzel e Mosler (2010), Kintzel,
Khan e Mosler (2010), Kintzel e Mosler (2011), todos os termos da energia
livre de Helmholtz, tanto parcelas elásticas quanto plásticas, são multiplica-
dos pela variável de dano total, uma abordagem que se diferencia da forma
clássica do modelo de Lemaitre. Assim, a influência do dano sobre o poten-
cial plástico resulta em uma progressiva redução da capacidade do material
em resistir a deformações plásticas.
Uma vez definidos os argumentos da função da energia livre, par-
tindo da desigualdade (3.17) e empregando o procedimento de Coleman-Noll,
obtém-se as seguintes forças conjugadas:
P =
∂W
∂F
, χ =
∂W
∂Fp
, κ =
∂W
∂α
, (4.6)
−Y p = ∂W
∂dp
, −Y h = ∂W
∂dh
, (4.7)
nas quais, devido à definição da variável de dano total, Equação (4.4), tem-se
Y p = Y h = Y = −∂W
∂d
=W e(Cˆe) +W p(α) +U (J). (4.8)
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Em outras palavras, a variável Y quantifica a energia livre total que seria
armazenada pelo material não danificado para um dado histórico de deforma-
ção.
Duas restrições são impostas às variáveis internas. A primeira relaci-
ona Fp à α por meio de uma parametrização não holonômica (ORTIZ; STAI-
NIER, 1999)
Dp = Lp = F˙p (Fp)−1 = α˙M, (4.9)
α˙ ≥ 0, (4.10)
M ∈ KM =
{
N ∈ Sim.; N : N = 3
2
; N : I = 0
}
, (4.11)
sendo Lp = Dp + Wp, Dp a taxa de deformação plástica e para qual é empre-
gada a hipótese de tensor de vorticidade plástico nulo, Wp = 0. A variável
escalar α˙ ≥ 0 é tomada como uma medida da amplitude de elongamento (am-
plitude do tensor taxa de deformação plástica), enquanto o tensor M define
uma direção para Dp. A segunda restrição não holonômica associa α ao dano
plástico dp por meio da seguinte lei de evolução:
d˙p = α˙
Y S
N
, (4.12)
sendo S e N constantes de material. Nota-se que essa equação nada mais é
que uma versão alternativa para a lei de evolução do dano dúctil de Lemai-
tre, aparecendo em outros trabalhos anteriores como Kintzel e Mosler (2010),
Kintzel, Khan e Mosler (2010), Kintzel e Mosler (2011). Observa-se também
que as Equações (4.9) e (4.12) reduzem o número de variáveis de estado inde-
pendentes do problema, uma vez que a evolução de Fp e dp resultam dessas
equações. No presente contexto variacional, essas equações são consideradas
então como restrições não holonômicas de igualdade.
De acordo com a estrutura descrita na Seção 3.4, faz-se necessária a
definição de uma função de dissipação φ∗. Sendo assim, para a proposta
atual, considera-se φ∗ como sendo formada respectivamente pelas contribui-
ções referentes à dissipação viscoplástica, ao dano dúctil e ao dano químico:
φ∗ = ψ∗vp +ϕ∗dp +ϕ
∗
dh . (4.13)
O potencial viscoplástico ψ∗vp é aquele associado à função de Perzyna:
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ψ∗vp =
 (1− d)σY α˙ + cfA(α)η+1
(
α˙
c
)η+1
se α˙ ≥ 0
+∞ se α˙ < 0 , (4.14)
sendo σY a tensão limite de escoamento inicial, fA(α) uma função associ-
ada com a saturação viscoplástica do material (CHABOCHE, 2008), η e c
constantes do material.
No caso da parcela associada ao dano plástico dúctil, a função de dis-
sipação ϕ∗dp é dada por
ϕ∗dp =
{
d˙pY = α˙ Y
S+1
N se α˙ ≥ 0
+∞ se α˙ < 0 . (4.15)
Finalmente, a dissipação referente à degradação hidrolítica ϕ∗dh tem a
forma
ϕ∗dh =
 R2(1−d)n(Y+g)m−1
(
d˙h
)2 − g d˙h se d˙h ≥ 0
+∞ se d˙h < 0
, (4.16)
sendo R, m, g constantes do material. Esse potencial de dissipação, no caso
da formulação em sua forma contínua (em taxas), permite recuperar a mesma
lei de evolução de dano hidrolítico proposta por Fancello et al. (2014).
Todas as três funções de dissipação penalizam taxas negativas de α˙
e d˙h. Como frequentemente acontece, a motivação para o uso de formas
específicas dos potenciais pode não ficar evidente pela simples observação de
suas respectivas expressões, mas sim por meio de suas derivadas (variações),
uma vez que essas fornecem as leis de evolução do problema.
Neste ponto, como já mencionado, cabe ressaltar que são utilizadas as
seguintes definições de forças termodinâmicas efetivas:
P˜ =
P
(1− d) , χ˜ =
χ
(1− d) , κ˜ =
κ
(1− d) . (4.17)
Empregando-se (4.5) e 4.13, assim como (4.14), (4.15) e (4.16), os
pseudo-potenciais P e P¯ tomam as formas funcionais
P (F˙,α˙,M, d˙h;E) = W˙ (F˙,α˙,M, d˙h;E) +φ∗(α˙, d˙h;E) , (4.18)
P¯ (F˙;E) = inf
α˙≥0, M∈KM, d˙h≥0
P (F˙,α˙,M, d˙h;E) . (4.19)
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Uma vez que M ∈ KM , a minimização definida em relação a essa
variável é realizada por meio da avaliação das condições de estacionariedade
da função Lagrangiana
L = P +λ1(M : I) +λ2(M : M− 3/2), (4.20)
sendo λ1 e λ2 multiplicadores de Lagrange. Após algumas operações (Apên-
dice B), uma forma fechada para a direção do fluxo M é obtida,
M =
√
3
2
Σ˜ed∥∥∥Σ˜ed∥∥∥ , (4.21)
sendo Σ˜ed a componente desviadora do tensor de Mandel elástico, isto é,
Σ˜ed = dev
(
2Ce
∂W e
∂Ce
)
, (4.22)
na qual dev(•) = [IS − 1/3(I⊗ I)] : (•).
Além disso, a condição de otimalidade para minimização em relação
à α˙ ≥ 0 fornece duas possíveis soluções. Se
∂P
∂α˙
∣∣∣∣∣
α˙=0+
≥ 0, (4.23)
o mínimo de P é alcançado em α˙ = 0, ou seja, não há um fluxo inelástico. Do
contrário, existirá um valor α˙ > 0 que satisfaz a condição de estacionariedade
∂P
∂α˙
= (1− d)
[
(σY + κ˜)− Σ˜eq
]
+ fA(α)
( α˙
c
)η
= 0, (4.24)
na qual Σ˜eq = Σ˜ed : M é uma tensão equivalente do tipo von Mises associada
ao tensor elástico de Mandel efetivo. A equação resultante (4.24) corresponde
a uma versão clássica de regra de escoamento viscoplástico. Observe que o
último termo que quantifica a sobretensão devido ao fluxo viscoso (resistência
ao fluxo) não é afetado diretamente pela variável de dano. A princípio esse
aspecto possibilita uma simplificação matemática do modelo, sendo consi-
derado uma escolha particular. Observações experimentais são necessárias a
fim de se validar tal opção. Eventuais mudanças podem ser avaliadas pela
modificação direta do potencial (4.14).
A correspondente condição de otimalidade para a minimização em re-
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lação à variável d˙h ≥ 0 é dada por
∂P
∂d˙h
= −Y + R
(1− d)n (Y + g)m−1 d˙
h − g = 0 , (4.25)
condição que reescrita em forma conveniente fornece a lei de evolução para
o dano hidrolítico, isto é,
d˙h = (1− d)n (Y + g)
m
R
. (4.26)
Nota-se que uma versão linear clássica para a equação de evolução é
obtida tomando-se n = 1, enquanto valores negativos de n podem ser rela-
cionados a processos nos quais um aumento da danificação total aceleraria
a degradação química do material. A constante g por sua vez garante que
haja uma evolução da variável dh mesmo na ausência de uma energia mecâ-
nica armazenada Y . A Equação (4.26) pode ser considerada de certa forma
equivalente à lei de evolução para degradação proposta em Rajagopal, Srini-
vasa e Wineman (2007). A principal diferença entre os casos reside no fato
da existência em Rajagopal, Srinivasa e Wineman (2007) de uma condição
limiar de deformação para que haja degradação, ou seja, abaixo desse limiar
não ocorrerá degradação. Se também considerarmos o caso em que n = 1
e o termo Y + g > 0 é constante, a solução fundamental da equação dife-
rencial (4.26) será equivalente à função de dano encontrada nos trabalhos de
Vieira et al. (2011a), Vieira et al. (2011b), Vieira, Guedes e Tita (2012, 2014),
distinguindo-se uma da outra pela natureza de uma constante associada à fun-
ção de degradação.
4.2 FORMULAÇÃO INCREMENTAL
Tendo como objetivo a atualização das variáveis de estado, torna-se
necessária a obtenção de um potencial incremental consistente com (4.18).
Para isso, considera-se as seguintes aproximações:
α˙ =
∆α
∆t
, d˙h =
∆dh
∆t
, ∆dp = ∆α
Y S
N
, (4.27)
sendo ∆(•) = (•)n+1 − (•)n. Desta forma é possível definir os potenciais
W = [W (En+1)−W (En)] +∆tφ∗
(
M,∆α,∆dh
)
, (4.28)
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W¯ (En+1;En) = inf
∆α≥0, M∈KM, ∆dh≥0
W (En+1;En) , (4.29)
nos quais W é dado por (4.5) e φ∗ passa a ser a versão incremental do poten-
cial dissipativo proveniente de (4.13), que após mudanças convenientemente
realizadas em seus argumentos resulta em:
φ∗ = (1− dn+1)σY ∆α∆t +
cfA(αn+1)
η + 1
(
∆α/∆t
c
)η+1
+Yn+1
∆dp
∆t
+
R
2(1− dn+θ)n
(
Yn+γ + g
)m−1 (∆dh∆t
)2
− g∆d
h
∆t
(θ,γ) ∈ [0,1] . (4.30)
As variáveis dn+θ e Yn+γ representam valores dentro de um determinado in-
cremento de tempo (Apêndice A). Regras parcialmente implícitas ou explí-
citas são determinadas dependendo das escolhas feitas para esses parâme-
tros. Independentemente dos valores adotados, o potencial (4.30) converge
de forma consistente para (4.13) quando ∆t tende a zero.
A minimização do problema (4.29) é resolvida a cada incremento
de tempo para um dado Fn+1, fornecendo o conjunto de minimizadores
{∆α,M,∆dh} e consequentemente o estado atualizado En+1.
Algumas escolhas operacionais permitem certas facilidades no tocante
ao processo de minimização em relação à direção de fluxo M. A primeira de-
las consiste na utilização do conhecido mapeamento exponencial (WEBER;
ANAND, 1990) para obtenção da atualização do tensor Fpn+1 uma vez defini-
dos ∆α e M, isto é,
Fpn+1 = exp[∆tD
p]Fpn = exp[∆αM]F
p
n (4.31)
Outras expressões necessárias são aquelas que relacionam o tensor atualizado
Fpn+1 à deformação elástica Cˆ
e
n+1 e à deformação logarítmica εˆ
e
n+1:
Fˆen+1 = Fˆn+1F
p−1
n+1 , (4.32)
Cˆen+1 = Fˆ
eT
n+1Fˆ
e
n+1 = Cˆ
pr
n+1 [exp(∆αM)]
−2 , (4.33)
Cˆprn+1 = F
p−T
n Cˆn+1F
p−1
n , (4.34)
εˆen+1 =
1
2 ln Cˆ
e
n+1 = ε
pr
n+1 −∆tDp , (4.35)
ε
pr
n+1 =
1
2 ln Cˆ
pr
n+1 , (4.36)
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sendo (•)pr empregado para designar elementos preditores. A Equação (4.33)
é válida apenas se Cˆprn+1 e D
p forem considerados colineares, permitindo as-
sim a permutação entre ambos os tensores (ORTIZ; STAINIER, 1999). Essa
hipótese é confirmada posteriormente como uma consequência do procedi-
mento de extremização. De forma análoga à condição definida em (4.19), a
minimização em 4.29 avaliada em relação ao tensor M é realizada por meio
de uma função Lagrangiana. Como demonstrado no Apêndice B, se o poten-
cial W e for uma função quadrática do tensor de deformação logarítmico, isto
é, um potencial elástico com o formato do potencial de Hencky,
W e =
1
2
εˆe :D : εˆe, (4.37)
a condição de estacionariedade resulta na seguinte forma explícita para o ten-
sor M,
M =
√
3
2
Cˆprn+1∥∥∥Cˆprn+1∥∥∥ . (4.38)
Uma vez determinado M, as condições de otimalidade relacionadas
às variáveis escalares ∆α e ∆dh são avaliadas em um procedimento de duas
etapas. Primeiro, um estado preditor elástico é avaliado considerando ∆α = 0
e obtendo um valor ∆dh > 0 que satisfaça
∂W
∂∆dh
∣∣∣∣∣
∆α=0+
= 0. (4.39)
Conhecendo ∆dh, verifica-se a condição
∂W
∂∆α
∣∣∣∣∣
∆α=0+
≥ 0, (4.40)
que sendo verdadeira, condiz com o caso no qual o mínimo de W é obtido
em ∆α = 0 e, portanto, o estado é efetivamente elástico, resultando no par
de variáveis (∆α = 0,∆dh) que representam os valores atualizados para as
mesmas. Por outro lado, se a derivada parcial em (4.40) for negativa, então
∆α > 0 e deve-se buscar a solução para (∆α,∆dh) que satisfaça as condições
de estacionariedade
r1 =
∂W
∂∆α
= G∂W
e
n+1
∂∆α
+ A+∆tB = 0 , (4.41)
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r2 =
∂W
∂∆dh
= − (Yn+1 + g) + R
(1− dn+θ)n
(
Yn+γ + g
)m−1 ∆dh∆t
+∆t
θ nR2(1− dn+θ)n+1 (Yn+γ + g)m−1
(
∆dh
∆t
)2
− σY
(
∆α
∆t
) = 0 ,
(4.42)
nas quais G, A e B são expressões dadas por
G =(1− dn+1) +∆t∆α∆t
Y Sn+1
N
−∆t σY
(
∆α
∆t
)
S∆α
Y S−1n+1
N
+∆t
R
2
(
∆dh
∆t
)2
γ
1−m
(1− dn+θ)n
(
Yn+γ + g
)m
+∆t
R
2
(
∆dh
∆t
)2
θ2
n
(1− dn+θ)n+1
(
Yn+γ + g
)m−1 S∆αY S−1n+θN , (4.43)
A = Gκ+ (1− dn+1)σY + fA(αn+1)
(∆α/∆t
c
)η
, (4.44)
B =
c
η + 1
(∆α/∆t
c
)η+1 ∂fA(αn+1)
∂∆α
− σY ∆α∆t
Y Sn+1
N
+
R
2
(
∆dh
∆t
)2
θ
n
(1− dn+θ)n+1
(
Yn+γ + g
)m−1 Y Sn+θN . (4.45)
O procedimento acima pode ser comparado àquele de um preditor-
elástico/corretor-plástico que ocorre nos esquemas clássicos de mapeamento
de retorno (SIMO; HUGHES, 1998).
Finalmente, como uma consequência da parametrização (4.27-c), a
variável incremental ∆dp pode ser obtida diretamente empregando-se aquela
equação, isto é,
∆dp = ∆α
Y Sn+1
N
.
Um vez conhecida a solução para as variáveis de estado incrementais,
o segundo tensor de tensão de Piola-Kirchhoff pode ser calculado por meio
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de
Sn+1 ≡ 2 ∂W∂Cn+1 = GS˜n+1 , (4.46)
sendo a tensão efetiva S˜n+1 descrita pela forma clássica do segundo tensor de
Piola-Kirchhoff
S˜n+1 = 2
∂Yn+1
∂Cn+1
= J−2/3n+1 P :
(
2
∂W en+1
∂Cˆn+1
)
+
∂Un+1
∂Jn+1
Jn+1C
−1
n+1 , (4.47)
sendo P = Is − 1/3
(
C−1n+1 ⊗Cn+1
)
o operador projeção isocórico.
4.3 OPERADOR TANGENTE CONSISTENTE
Em um contexto numérico, a definição de um operador tangente con-
sistente pode ser necessária, por exemplo, quando o método de Newton-
Raphson é utilizado para encontrar a solução de equilíbrio global para o mé-
todo de elemento finitos. A derivação de tal módulo tangente consistente
resulta em termos associados à geometria e ao material, sendo os termos re-
lacionados à contribuição geométrica idênticos àqueles resultantes para uma
formulação hiperelástica, enquanto os termos associados ao material são da-
dos por
C = 4
d
dCn+1
(
dW
dCn+1
)
= 2
d
(
GS˜n+1
)
dCn+1
, (4.48)
ou, após aplicar a regra do produto,
C = 2G dS˜n+1
dCn+1
+ 2S˜n+1 ⊗ d GdCn+1 . (4.49)
4.4 ALGORITMO
A sequência operacional para se obter a solução do modelo constitu-
tivo proposto pode ser resumida pelo algoritmo apresentado na Tabela 4.1. É
importante destacar que o modelo foi implementado em dois códigos de ele-
mentos finitos, sendo o primeiro um código laboratorial para cinemática finita
chamado CEOS, desenvolvido internamente pelo Grupo de Análise e Projeto
Mecânico (GRANTE-UFSC), e o segundo, o código comercial ABAQUS,
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por meio de rotina de usuário (UMAT). Sob condições idênticas de simula-
ção (geometria, material, condições de contorno, passo de carregamento, tipo
de formulação do elemento), ambos os códigos reproduzem resultados iguais.
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Tabela 4.1: Estrutura algorítmica proposta.
Dados os valores iniciais Equação
Fn+1, F
p
n, En, ∆t
i - Calcule
Jn+1 = det(Fn+1)
Fˆn+1 = J
− 13
n+1Fn+1
Cˆn+1 = FˆTn+1Fˆ
T
n+1
Cˆprn+1 = Fˆ
p−T
n Cˆn+1F
p
n (4.34)
M =
√
3
2
Cˆprn+1∥∥∥Cˆprn+1∥∥∥ (4.38)
ε
pr
n+1 =
1
2 ln Cˆ
pr
n+1 (4.36)
Y
pr
n+1 =W
e
n+1(ε
pr
n+1) +W
p
n+1(αn) +Un+1(Jn+1)
ii - Para ∆α = 0 obtenha ∆dh resolvendo
r2 =
∂W
∂∆dh
= 0 (4.42)
iii - Atualize
dn+1 = dn +∆dh
iv - Para ∆α = 0 e ∆dh
(a) calcule
G, A, B (4.43), (4.44), (4.45)
(b) verifique
r1 =
∂W
∂∆α = G
∂Wˆ en+1
∂∆α + A+∆tB > 0 (4.41)
v - Se r1 > 0, resolva para ∆α e ∆dh o sistema
r1 = 0, r2 = 0 (G, A e B) (4.41), (4.42)
e atualize as variáveis
εˆen+1 = ε
pr
n+1 −∆αM (4.35)
αn+1 = αn +∆α
Yn+1 =W
e
n+1(εˆ
e
n+1) +W
p
n+1(αn+1) +Un+1(Jn+1)
∆dp = ∆α Y
S
n+1
N (4.27-c)
d
p
n+1 = d
p
n +∆dp dhn+1 = d
h
n +∆d
h
Fpn+1 = exp[∆αM]F
p
n (4.31)
senão
εˆen+1 = ε
pr
n+1
αn+1 = αn
Yn+1 = Y
pr
n+1
d
p
n+1 = d
p
n d
h
n+1 = d
h
n +∆d
h
Fpn+1 = F
p
n
vi - Calcule a tensão
S˜n+1 = J
−2/3
n+1 P :
(
2∂W
e
n+1
∂Cˆn+1
)
+ ∂Un+1∂Jn+1 Jn+1C
−1
n+1 (4.47)
Sn+1 = GS˜n+1 (4.46)
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5 EXEMPLOS E RESULTADOS
Neste capítulo, respostas características do modelo proposto são apre-
sentadas e avaliadas por meio de exemplos numéricos. Três grupos distintos
de testes foram executados. Primeiro, ensaios uniaxiais de tração sob condi-
ções homogêneas, incluindo testes de relaxação e de fluência, foram consi-
derados a fim de se apresentar características intrínsecas do modelo, isto é,
respostas típicas relacionadas ao comportamento dos materiais assim como
a influência de parâmetros numéricos nos resultados obtidos. Em seguida,
testes em um modelo de elementos finitos de uma barra cilíndrica com um
entalhe central foram realizados, também considerando condições uniaxiais
de tração. Ensaios realizados em barras com entalhes são procedimentos usu-
almente empregados em ensaios laboratoriais com objetivo de caracterizar e
validar modelos materiais. Finalmente, um exemplo baseado em um típico
componente fabricado em material bioabsorvível é apresentado através da si-
mulação de uma âncora de sutura. Esse último exemplo ilustra o potencial
de utilização da formulação proposta em casos reais de projeto e desenvolvi-
mento de aplicações.
Antes de apresentarmos os exemplos, algumas informações comple-
mentares sobre o modelo são necessárias. A fim de se representar o compor-
tamento viscoplástico do material certas escolhas podem ser feitas em relação
às funções de encruamento (enrijecimento do polímero) e saturação. Neste
estudo, adota-se uma forma clássica para a contribuição plástica do poten-
cial de energia livre W p(α), resultando em uma função de encruamento com
formato da lei de Voce mais um termo linear, assim,
κ =
∂W p
∂α
=H (1− e−nα) + kα , (5.1)
sendo
W p =Hα +
H (e−nα − 1)
n
+
1
2
kα2 (5.2)
e H , n, k constantes do material.
Seguindo a mesma opção adotada por Brassart e Stainier (2012), a sa-
turação viscoplástica fA(α) é tomada como uma função linear da deformação
plástica acumulada
fA(α) = kv + hα , (5.3)
sendo kv e h constantes. Tais funções de encruamento (enrijecimento) e satu-
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ração não são de nenhuma forma possibilidades únicas. Diferentes escolhas
e formatos podem ser propostos e facilmente integrados à atual formulação.
Um conjunto de 16 parâmetros constitutivos deve ser definido para
que se possa representar o comportamento de um material. Os testes nu-
méricos apresentados nas Seções 5.1, 5.2 e 5.3 empregam os dados de uma
material hipotético, que apesar de não terem sido obtidos por um processo de
identificação de parâmetros, fornecem valores possíveis para a representação
física de um material real. A Tabela 5.1 mostra o valores selecionados para
as contantes do material.
Tabela 5.1: Propriedades constitutivas de um material hipotético.
Parâmetro constitutivo Símbolo Valor
Módulo de cisalhamento (MPa) µ 492,960
Módulo volumétrico (MPa) K 1998,027
Módulo de encruamento linear isotrópico (MPa) k 17,5
Módulo de encruamento isotrópico (MPa) H 5,2
Expoente de encruamento isotrópico n 140
Tensão de escoamento (MPa) σY 120
Expoente viscoplástico (sensibilidade à taxa) η 0,2
Constante viscoplástica (viscosidade, 1/s) c 1,1
Módulo da função de saturação (MPa) h 0
Constante da função de saturação (MPa) kv 100
Expoente de dano dúctil S 2
Constante de dano dúctil (J/mm3)S N 550
Expoente de dano hidrolítico m 1,5
Expoente de sensibilidade ao dano n 1
Constante de dano hidrolítico (J/mm3)m R 125× 106
Constante de dano hidrolítico (J/mm3) g 0,1
É importante destacar que todos os resultados de tensão que serão
apresentados daqui em diante correspondem à tensão nominal de Cauchy
(homogeneizada), em contraste com as definições de forças termodinâmicas
efetivas definidas pelas equações em (4.17).
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5.1 TESTES DE RELAXAÇÃO E DE FLUÊNCIA UNIAXIAL
Inicialmente são simulados testes uniaxiais de carregamento-
descarregamento sob condições homogêneas de tensão produzidas por
meio de um histórico de deformação controlada. Três taxas de deforma-
ção são utilizadas: 0,001 s−1, 0,05 s−1, 2 s−1. Para todos os casos, uma
deformação logarítmica máxima de 0,5 foi alcançada.
Na Figura 5.1, os efeitos viscoplásticos e do dano dúctil são eviden-
ciados nas curvas tensão de Cauchy vs. deformação logarítmica. Devido ao
curto período de tempo do teste, a degradação hidrolítica é praticamente nula.
O dano plástico é observado notadamente pelo decaimento da tensão de Cau-
chy durante o estágio de carregamento bem como na redução de inclinação
da curva elástica no procedimento de descarregamento. A influência da taxa
de deformação na evolução do dano dúctil é mostrada na Figura 5.2. Quanto
maior a taxa de deformação, maior o estado final de degradação do material.
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Figura 5.1: Influência da taxa de deformação e do dano dúctil nas curvas de
tensão-deformação.
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Figura 5.2: Dano plástico vs. deformação logarítmica total para três taxas de
deformação.
Se considerarmos o estado final do procedimento de carregamento an-
terior (antes do descarregamento) e mantivermos a deformação total cons-
tante, um processo de relaxação viscosa e degradação pode ser observado.
Dois estágios ficam então evidentes. Na Figura 5.3, é apresentada a relaxa-
ção viscoplástica que ocorre nos primeiros 40 s para três condições iniciais de
tensão e dano plástico. Deve-se observar que, novamente, devido ao curto pe-
ríodo de tempo avaliado a degradação hidrolítica é praticamente inexistente.
Ressalta-se ainda que para materiais não danificados todas as curvas de re-
laxação decairiam assintoticamente para o mesmo nível de tensão. Contudo,
como o material observado acumula certo grau de danificação, a relaxação
viscoplástica resulta em diferentes valores finais de tensão para cada um dos
casos analisados.
Considerando o período de tempo subsequente, isto é, de 102 s a 107 s
(∼115 dias), a Figura 5.4 indica como a degradação hidrolítica influencia a
resposta do material, influência essa notada pelo decaimento acentuado da
curva de tensão para valores de tempo superiores a 105 s.
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Figura 5.3: Curvas de relaxação para diferentes estados iniciais de tensão e
dano plástico. Respostas relativas aos primeiros 40 s do ensaio.
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Figura 5.4: Influência da degradação hidrolítica nas curvas de relaxação para
diferentes estados iniciais de tensão e dano plástico.
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Ainda para os primeiros 40s do processo de relaxação, observa-se um
pequeno aumento do dano plástico para as condições iniciais resultantes do
ensaio de tração (Figura 5.5). Após esse estágio, a variação do dano plástico
passa a ser desprezível.
Curvas de evolução do dano hidrolítico e do dano total são apresenta-
das nas Figuras 5.6 e 5.7. À medida que o processo de degradação progride,
a taxa de danificação é reduzida por consequência da lei de evolução adotada
(4.26).
Um teste de fluência também é realizado seguindo procedimento si-
milar àquele empregado para relaxação. Uma carga de 112 N é progressi-
vamente aplicada durante um período de 28 s em uma área inicialmente de
1 mm2 resultando em uma tensão de Cauchy final de 120,018 MPa.
A influência da degradação hidrolítica na resposta do material fica cla-
ramente evidenciada nas Figuras 5.8 e 5.9, nas quais são mostradas a evolução
da deformação logarítmica e da tensão de Cauchy. Duas situações distintas
podem então ser comparadas, isto é, quando ocorre e quando não ocorre a de-
gradação por hidrólise, sendo essas condições respectivamente indicadas por
linhas contínuas e tracejadas.
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Figura 5.5: Evolução do dano plástico para os primeiros 40 s considerando
diferentes estados iniciais de tensão e dano plástico.
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Figura 5.8: Influência dos efeitos de dano na evolução da deformação loga-
rítmica para uma carga constante de 112 N.
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Figura 5.9: Influência dos efeitos de dano na evolução da tensão para uma
carga constante de 112 N.
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Os exemplos acima apresentados (Figuras 5.1-5.9) demonstram algu-
mas das principais características relacionadas à capacidade do modelo de
representar fenômenos tipicamente viscosos e adicionalmente acoplados à da-
nificação dúctil-hidrolítica. A seguir, alguns aspectos numéricos do modelo
são discutidos.
5.2 ANÁLISE DO ESQUEMA DA DISCRETIZAÇÃO TEMPORAL
Nesta seção, será avaliada a influência dos parâmetros de discretização
temporal θ e γ . Esses parâmetros definem os valores intermediários dn+θ e
Yn+γ . Sendo assim, para o caso em que θ = 1 e γ = 1 fica estabelecido
um esquema de solução correspondente a uma integração implícita total. Por
outro lado, caso se empregue combinação diferente de valores, define-se par-
cialmente uma regra de ponto médio. Desta forma, testes foram executados
tal como descritos a seguir.
Inicialmente, os mesmos testes de relaxação avaliados na seção an-
terior foram executados, sendo que incrementos de tempo de ∆t = 2000 s
foram empregados a fim de se estabelecer uma solução de referência. Fato
possível, pois o referido incremento de tempo equivale a um pequeno valor
quando comparado à escala de tempo do experimento (t = 10× 106 s).
Assim, ao definirmos os parâmetros θ e γ conforme a Tabela 5.2 e
prosseguindo com a avaliação, desta vez, para incrementos de tempo ∆t =
333333,3 s, obtém-se como resposta as curvas de tensão e dano hidrolítico
apresentadas respectivamente nas Figuras 5.10 e 5.11. Tais resultados corres-
pondem aos estudos com carregamento a taxas de deformação de 0,05 s−1,
sendo que os maiores erros medidos em relação à curva de referência foram
encontrados para os casos 3 e 4. Embora não apresentadas aqui, respostas
similares são obtidas também para as demais taxas de deformação (0.001 s−1
e 2 s−1).
Tabela 5.2: Parâmetros de integração.
Caso θ γ
1 1 1
2 0 0
3 1 0
4 0 1
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Figura 5.10: Avaliação da influência dos parâmetros θ e γ nas curvas de ten-
são para o teste de relaxação.
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Figura 5.11: Avaliação da influência dos parâmetros θ e γ na solução do dano
hidrolítico para o teste de relaxação.
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Outro experimento numérico realizado em relação aos parâmetros θ
e γ consistiu em um teste de tração para taxas de deformação consideravel-
mente baixas, isto é, ε˙ = 5× 10−8 s−1. Nesses testes, uma deformação loga-
rítmica total de 0,5 é alcançada para um tempo de ensaio correspondente a
t = 10× 106 s (∼115 dias). Os parâmetros θ e γ foram definidos novamente
conforme os valores da Tabela 5.2 e os incrementos de tempo fixados respec-
tivamente como ∆t = 2000 s para a curva de referência e ∆t = 333333,3 s
para os demais casos. Como mostrado nas Figuras 5.12 e 5.13, os resultados
tendem a divergir da solução de referência, sendo que a melhor aproximação
pode ser considerada aquela para θ = 1 e γ = 0 (caso 3).
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Figura 5.12: Avaliação da influência dos parâmetros θ e γ nas curvas de ten-
são para o testes com taxas de deformação consideravelmente
baixas (˙ = 5× 10−8 s−1).
98
0,000
0,250
0,500
0,750
1,000
0,0E+00 2,5E+06 5,0E+06 7,5E+06 1,0E+07
da
no
 h
id
ro
lít
ic
o
tempo [s]
θ = 1 γ = 1 
θ = 0 γ = 0 
θ = 1 γ = 0 
θ = 0 γ = 1 
referência
Figura 5.13: Avaliação da influência dos parâmetros θ e γ na solução do dano
hidrolítico em testes de tração a taxas de deformação considera-
velmente baixas (˙ = 5× 10−8 s−1).
A Figura 5.14 por sua vez mostra uma avaliação de convergência para
a tensão em relação ao incremento de tempo ∆t. Um erro relativo é então
estimado entre os valores calculados de tensão (σ ) e aqueles tomados como
referência (σref),
erro =
|σ − σref|
σref
.
O cálculo do erro foi feito para os valores de tensão correspondentes aos
instantes de tempo t = 5×106 s nos casos dos testes de relaxação e t = 6,7×
106 s naqueles em que baixas taxas de deformação foram empregadas. Os
referidos instantes são aqueles em que se notam os maiores erros. Os estudos
foram realizados considerando, por conveniência, os parâmetros θ = 1 e γ =
1 (solução totalmente implícita). Para os dois casos avaliados (estudos 1 e
2) é possível concluir que incrementos menores que ∆t = 40000 s (0,4%
do tempo total) resultam em erros inferiores a 1,1% e com passos de até
∆t = 150000 s (1,5% do tempo total) os erros máximos permanecem abaixo
de 5,0%.
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Figura 5.14: Avaliação da convergência para tensão em relação ao incre-
mento de tempo ∆t. Estudo 1, para taxas de deformação baixas
(ε˙ = 5×10−8 s−1) com erro avaliado em t = 6,7×106 s. Estudo
2, para os testes de relaxação a partir do estado inicial de ten-
são 186 MPa e d = 0,318, com erro avaliado em t = 5 × 106 s
Tempo total do ensaio t = 10×106 s e parâmetros θ = 1 e γ = 1
para ambos os casos.
Por meio da presente avaliação, e conforme esperado, confirma-se que
localmente as soluções dos campos de tensão e dano podem efetivamente
ser influenciadas pela escolha dos parâmetros θ, γ e ∆t. Deve-se observar
que tal influência surge como consequência da dependência do potencial de
dissipação incremental em relação à energia elástica armazenada (contida na
variável Y ). Também é possível avaliar os efeitos decorrentes da escolha de
θ, γ e ∆t em casos que envolvam modelos mais complexos (modelos 2-D
e 3-D em elementos finitos). Sugere-se, a princípio, empregar valores de ∆t
razoavelmente pequenos (inferiores a 1,5%) em relação ao tempo total de si-
mulação nos casos que envolvam condições similares aos acima relatados.
Em todos os estudos que seguem, optou-se por empregar valores de θ = 1
e γ = 1 (totalmente implícito), mantendo-se ∆t sempre inferior a 0,3125%
em relação ao tempo total de relaxação ou fluência. Alguns testes prelimina-
res indicaram que para os casos subsequentes (Seções 5.3 e 5.4), diferentes
combinações do parâmetros θ e γ resultam em variações desprezíveis dos
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campos de tensão e dano, e também nos valores referentes às respostas glo-
bais de grandezas como força e deslocamento. Contudo, testes adicionais
poderão ser realizados para se obter informações mais conclusivas.
Nas próximas seções, simulações de casos tridimensionais serão apre-
sentadas.
5.3 TESTES EM BARRA CIRCULAR COM ENTALHE
Neste exemplo, avalia-se um problema no qual ocorrem condições não
homogêneas de deformação. Um modelo de uma barra cilíndrica com um en-
talhe central é utilizado para simular um teste de tração bem como condições
de relaxação e fluência. A geometria e dimensões do modelo são mostradas
na Figura 5.15. Devido a sua configuração simétrica, um oitavo da geometria
é empregado na simulação, sendo que elementos hexaedros de 20 nós com
integração reduzida foram utilizados. Condições de contorno de simetria são
aplicadas ao modelo de elementos finitos, sendo as demais condições, deslo-
camento ou força impostas, prescritas sobre a superfície da extremidade da
barra. Conforme observado na Seção 5.2, adotou-se um processo de integra-
ção totalmente implícito (θ = 1 e γ = 1) e um incremento de tempo máximo
de ∆t = 2500 s (< 0,21%) para a solução dos processos de relaxação e fluên-
cia.
Figura 5.15: Modelo de uma barra circular com entalhe central.
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5.3.1 Testes de relaxação
Para execução do teste de relaxação, inicialmente um deslocamento
prescrito de ux = 1,2 mm é aplicado linearmente em relação ao tempo para
um intervalo de 0 a 10 s, de modo a tracionar o corpo de prova até um compri-
mento final correspondente a 42,4 mm. Um vez tracionado, o deslocamento
prescrito é mantido constante por um tempo de 1,2× 106 s (∼14 dias).
A Figura 5.16 mostra então os campos de tensão, dano dúctil e degra-
dação hidrolítica (de cima para baixo), bem como se dá a evolução desses
campos ao longo do teste (da esquerda para direita) 1. Nota-se que durante
o decorrer do ensaio a degradação hidrolítica passa a ser predominante, en-
quanto o dano dúctil fica restrito a uma pequena região. A máxima danifica-
ção se inicia na superfície da raiz do entalhe e progride em direção ao centro
da barra, fato esse similar àquele usualmente observado em metais para a evo-
lução de um dano dúctil (de SOUZA NETO; PERIC; OWEN, 2008; LI et al.,
2011). A Figura 5.17 torna essa observação clara, mostrando a evolução do
dano total. Adicionalmente, apresenta-se os gráficos de distribuição do dano
hidrolítico e dúctil (Figura 5.18) assim como de dano total (Figura 5.19) ao
longo do raio da barra na seção transversal junto ao entalhe (plano Y-Z, para
fins de comparação o raio considerado é o da geometria indeformada). E para
concluir, a curva de relaxação da força de reação é mostrada nas Figuras 5.20
e 5.21, correspondendo respectivamente aos períodos inicial (até 40 s) e final
do processo de relaxação. A Figura 5.21 também indica as diferenças entre
as repostas de um material sob efeito de degradação (linha contínua) e outro,
por sua vez, que não está sob tal condição (linha tracejada).
1Obs.: Em todas as legendas de cores a separação decimal aparece representada por meio de
ponto ao invés de vírgula.
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Figura 5.16: Teste de relaxação em uma barra circular com entalhe central.
Evolução (a) da tensão de von Mises [MPa] e dos danos (b) plás-
tico e (c) hidrolítico .
0 s 600000 s 1200000 s 
Figura 5.17: Teste de relaxação em uma barra circular com entalhe central.
Evolução do campo de dano total.
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Figura 5.18: Distribuição de dano hidrolítico e dúctil ao longo do raio da
barra na seção transversal junto ao entalhe.
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Figura 5.19: Distribuição de dano total ao longo do raio da barra na seção
transversal junto ao entalhe.
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Figura 5.20: Teste de relaxação em uma barra circular com entalhe central.
Estágio inicial de relaxação.
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Figura 5.21: Teste de relaxação em uma barra circular com entalhe central.
Estágio final de relaxação. Diferenças de respostas entre um
material sob efeito de degradação e outro que não está.
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5.3.2 Teste de fluência
Para o teste de fluência, considera-se que uma carga de 8589,5 N, a
qual cresce linearmente até esse valor em um intervalo de tempo de 0 a 10 s,
é mantida constante até o instante final do ensaio, isto é, em t = 2,7 × 106 s
(∼ 31 dias).
Sob tais condições, a parcela de contribuição viscoplástica na reposta
mecânica do corpo de prova foi relativamente pequena, enquanto a contribui-
ção devido ao dano hidrolítico tornou-se predominante. A Figura 5.22 mostra
respectivamente os campos de tensão, dano dúctil e degradação hidrolítica (de
cima para baixo) e como esses campos evoluem ao longo do experimento (da
esquerda para direita). Adicionalmente, é possível avaliar a evolução do dano
total na Figura 5.23. Também são apresentados os gráficos de distribuição do
dano hidrolítico e dúctil (Figura 5.24) bem como de dano total (Figura 5.25)
ao longo do raio da barra na seção transversal junto ao entalhe (plano Y-Z,
para fins de comparação o raio considerado é o da geometria indeformada).
Na Figura 5.26 mostra-se a resposta inicial (primeiros 40 s) do tipo fluência
para um material sob degradação hidrolítica. Além disso, ilustra-se através da
Figura 5.27 uma situação que poderia ser interpretada como um caso típico de
falha prematura, no qual um componente sob ação da degradação hidrolítica
não é capaz de suportar a carga após um certo tempo crítico.
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Figura 5.22: Teste de fluência em uma barra circular com entalhe central.
Evolução (a) da tensão de von Mises [MPa] e dos danos (b) plás-
tico e (c) hidrolítico.
Figura 5.23: Teste de fluência em uma barra circular com entalhe central.
Evolução do dano total.
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Figura 5.24: Distribuição de dano hidrolítico e dúctil ao longo do raio da
barra na seção transversal junto ao entalhe.
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Figura 5.25: Distribuição do dano total ao longo do raio da barra na seção
transversal junto ao entalhe.
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Figura 5.26: Resposta do tipo fluência para um material sob degradação hi-
drolítica. Avaliação do estágio inicial do ensaio (40 s).
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Figura 5.27: Resposta do tipo fluência para um material sob degradação hi-
drolítica. Avaliação do estágio final do ensaio. Resultado com-
parativo entre um material que está sob efeito de degradação
hidrolítica e outro que não está.
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5.4 TESTES EM UMA ÂNCORA DE SUTURA
O desenvolvimento de implantes bioabsorvíveis tem sido notadamente
uma tendência na última década, promovendo avanços consideráveis em pro-
cedimentos médicos. A formulação constitutiva estabelecida neste trabalho
pode ser uma ferramenta importante no projeto de tais componentes. Por isso,
uma demonstração de uma análise de uma âncora de sutura será realizada com
intuito de ilustrar a aplicação do modelo. 2
5.4.1 Identificação de novos parâmetros constitutivos
Tendo em vista uma melhor representação do comportamento de um
material polimérico bioabsorvível, novos valores para os parâmetros consti-
tutivos foram buscados. Esses novos valores foram identificados com base
em dados experimentais selecionados e reportados por Soares (2008). Na-
quele trabalho uma série de experimentos de degradação em fibras do ma-
terial PLLA foram executados. Aqui, consideramos os dados dos testes de
tração e relaxação em fibras não degradadas bem como os dos testes de tra-
ção realizados em fibras degradadas durante um período de 9 meses. As fibras
foram ensaiadas para duas condições de degradação. Na primeira, o material
foi colocado em um banho em solução tampão à temperatura de 37°C, sem
a ação de nenhuma carga externa, enquanto na segunda, a fibra permanece
adicionalmente sob a ação de uma força (peso morto) de 0,98 N durante os 9
meses.
O mesmo procedimento descrito por Soares (2008) foi simulado,
sendo adotado um diâmetro médio das fibras de 0,938 mm. Considerando
um comportamento elástico compressível, e considerando um valor médio
aproximado para o coeficiente de Poisson de ν = 0,410, o parâmetro µ foi
ajustado para aproximar o comportamento inicial da curva de tração para o
material não degradado, enquanto o módulo de compressibilidade K é obtido
por condição de isotropia. Os parâmetros do modelo de encruamento (k,
H , n, σY , associado ao enrijecimento do polímero) e viscoplásticos (η, c,
h, kv) foram estimados por meio de ajuste de curva para tração e relaxação,
novamente relacionados ao material não degradado. Uma vez que os experi-
2Não se tem aqui a intenção de se desenvolver um projeto de tal componente, caso haja o
interesse específico nesse assunto, sugere-se por exemplo a consulta a trabalhos como os de
Bynum (2005) e Hughes et al. (2014).
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mentos não fornecem dados sobre o dano plástico-dúctil, parâmetros (S, N )
que introduzem apenas uma pequena contribuição para esse fenômeno foram
convenientemente escolhidos, tornando possível que todos os efeitos de
acoplamento fossem avaliados. Mantendo todos os parâmetros mencionados
acima fixos, avaliações iterativas foram realizadas para a estimativa dos
parâmetros de dano hidrolítico (m, n, R, g), tanto para o material sem degra-
dação quanto para os degradados. A sequência acima foi repetida até que um
conjunto satisfatório de valores foi alcançado. O processo de identificação
de parâmetros resultou nos ajustes de curvas apresentados nas Figuras 5.28
e 5.29, estando os correspondentes parâmetros constitutivos registrados na
Tabela 5.3. Tais valores devem ser considerados como um exemplo ilustrativo
dos parâmetros necessários para execução de uma simulação representativa.
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Figura 5.28: Ajuste de curvas dos dados experimentais publicados em Soares
(2008) para o material PLLA. Teste de tração para os materiais
não degradados e degradados. Teste realizado para uma taxa de
deformação de engenharia de 5%/min.
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Figura 5.29: Ajuste de curvas dos dados experimentais publicados em Soares
(2008) para o material PLLA. Teste de relaxação para os mate-
riais não degradados e degradados.
Tabela 5.3: Parâmetros constitutivos identificados a partir dos dados de Soa-
res (2008).
Parâmetro constitutivo Símbolo Valor
Módulo de cisalhamento (MPa) µ 211,2676
Módulo volumétrico (MPa) K 1109,155
Módulo de encruamento linear isotrópico (MPa) k 2
Módulo de encruamento isotrópico (MPa) H 2
Expoente de encruamento isotrópico n 50
Tensão de escoamento (MPa) σY 2,3
Expoente viscoplástico (sensibilidade à taxa) η 0,188
Constante viscoplástica (viscosidade, 1/s) c 0,008
Módulo da função de saturação (MPa) h 27
Constante da função de saturação (MPa) kv 10
Expoente de dano dúctil S 2
Constante de dano dúctil(J/mm3)S N 8
Expoente de dano hidrolítico m 0,3742
Expoente de sensibilidade ao dano n 1
Constante de dano hidrolítico (J/mm3)m R 7999,636× 103
Constante de dano hidrolítico (J/mm3) g 1,46× 10−4
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De posse desses novos parâmetros, procede-se com a simulação de
uma âncora de sutura, conforme descrito a seguir.
5.4.2 Simulação da âncora de sutura
Como indicado na Figura 5.30, a âncora é considerada parcialmente
inserida em uma fundação rígida e uma força é aplicada em sua parte superior
perpendicularmente ao seu eixo axial. O modelo é formado por uma malha
de elementos tetraédricos de 10 nós, sendo que uma interface de contato é
definida em uma área de transição entre a superfície totalmente engastada do
modelo e a região livre do mesmo. O modelo é então submetido a uma carga
total de 10 N que é aplicada a uma taxa de 1 Ns−1, permanecendo sua inten-
sidade final constante até o final do ensaio (8× 106 s, ∼ 92 dias). Conforme
indicação apresentada na Seção 5.2, empregou-se um processo de integração
totalmente implícito (θ = 1 e γ = 1) e um incremento de tempo máximo de
∆t = 25000 s (< 0,3125% do tempo total) para a solução do processo de
fluência.
No tempo t = 8 × 106 s, o deslocamento do ponto de referência, que
inicialmente é uref = 0,234 mm, atinge uref = 1,488 mm, fato esse atribuído
principalmente à evolução do dano hidrolítico. As Figuras 5.31 e 5.32 mos-
tram a localização de tensões e de dano plástico na região próxima à superfí-
cie livre de engaste que aceleram a degradação hidrolítica na mesma região,
como esperado. Devido às características do modelo que não diferencia a evo-
lução do dano dúctil entre estados de tensão trativos e compressivos, deve-se
observar com atenção o fato de certos valores elevados do dano dúctil esta-
rem presentes em uma região predominantemente de tensões compressivas,
como indicado pelo campo de tensões hidrostáticas mostrado na Figura 5.33.
A evolução do dano dúctil nessa região poderia ser considerada deficiente.
Adicionalmente, para fins de comparação, a curva de deslocamento estimada
para um componente sujeito ao processo de degradação é mostrada na Figura
5.34 juntamente com a curva correspondente ao caso em que o material não
está sob a ação de tal efeito.
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Figura 5.30: Geometria e modelo de elementos finitos de uma âncora de su-
tura.
Figura 5.31: Tensão de von Mises [MPa] em uma âncora de sutura para um
teste do tipo fluência.
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Figura 5.32: Estado final de danificação (8× 106 s, ∼ 92 dias) para um teste
do tipo fluência em uma âncora de sutura.
Figura 5.33: Tensão hidrostática [MPa] em uma âncora de sutura para um
teste do tipo fluência.
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Figura 5.34: Deslocamento vs. tempo medidos para a âncora em relação ao
ponto de referência para os casos de um componente que sofre
degradação e outro que não está sob o efeito de degradação.
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6 CONCLUSÃO
Neste trabalho, um modelo constitutivo para materiais elasto-
viscoplásticos sujeitos à degradação hidrolítica e à danificação plástica foi
apresentado. A formulação proposta é baseada na estrutura de atualizações
constitutivas variacionais estabelecida por Ortiz e Stainier (1999), resultando
em um modelo termodinamicamente consistente. O modelo desenvolvido
mostrou-se capaz de representar de modo satisfatório efeitos induzidos
pelo acoplamento entre fenômenos de fluxo viscoplástico, dano mecânico
plástico e de dano químico hidrolítico. Mesmo tendo sido elaborada com
o objetivo de representar fenômenos de natureza complexa, a formulação
estabelecida fornece um algoritmo de atualização relativamente simples. Por
outro lado, como aspecto comum a todo modelo que envolve conjuntamente
vários fenômenos, é necessária a determinação de um número apreciável
de parâmetros de material para o seu uso. Destaca-se que, embora seja
possível encontrar na literatura importantes resultados experimentais no que
diz respeito à degradação e sua relação com as propriedades termomecânicas
dos materiais, ainda há uma certa falta de correlação entre esses resultados
e sua aplicabilidade a análises por elementos finitos. Por isso, ressalta-se
a necessidade de se empreender novos esforços na elaboração de ensaios
laboratoriais e modelos numéricos computacionais que se complementem.
Algumas das questões relacionadas à dependência das funções de
dissipação em relação a certas variáveis de estado, principalmente àque-
las funções dependentes do estado elástico, foram investigadas e analisadas
por meio de experimentos numéricos. Tais experimentos foram executados
observando-se a influência da escolha dos parâmetros θ e γ na definição de
dhn+θ e Yn+γ , indicando os possíveis efeitos que a respectiva dependência a
essas variáveis pode causar na solução final, tanto para o dano quanto para a
tensão. Foi notado que na presente proposta os acoplamentos trazidos pelo
dano hidrolítico, cuja evolução local depende fortemente do estado de ten-
são local, torna a escolha do passo temporal mais sensível que no caso de
incorporação apenas do dano dúctil.
Deve-se ter claro que a atual proposta é baseada em uma formula-
ção local de dano, portanto, a mesma está sujeita a conhecidas dificuldades
causadas por tal tipo de abordagem (ex. dependência à malha). Acredita-
se que alternativas para esse problema possam ser encontradas em métodos
como Thick Level Set (TLS) (MOëS et al., 2010; BERNARD; MOëS; CHE-
VAUGEON, 2012; STOLZ; MOëS, 2012; SELKE, 2016) ou em formulações
não locais (PEERLINGS et al., 2001; LEMAITRE J. ; DESMORAT, 2005).
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Pretende-se futuramente investigar essas opções.
Também neste trabalho, reais potencialidades de emprego da formu-
lação proposta foram demonstradas através de modelos tridimensionais em
elementos finitos . Por meio de exemplos, verificou-se que é possível forne-
cer informações relevantes para decisões de engenharia no que se refere ao
projeto de produtos e aplicações. Sendo assim, tem-se aqui estabelecida uma
estrutura adequada para novos modelos constitutivos e futuras pesquisas.
6.1 TRABALHOS FUTUROS
Tendo em vista questões tecnológicas associadas ao desenvolvi-
mento de novos materiais e aos seus correspondentes modelos matemático-
numéricos de representação, algumas sugestões e oportunidades de trabalhos
futuros são listadas a seguir.
• Estudar, propor e implementar possíveis aprimoramentos relacionados
aos procedimentos numéricos para solução do sistema de equações
do modelo atual, visando a melhoria de desempenho computacional e
maior robustez do modelo. Obs.: Para determinados valores atribuídos
aos parâmetros do modelo viscoplástico (Perzyna), constatou-se difi-
culdades em se obter a solução do sistema local de equações quando
empregado o método de Newton-Raphson.
• Projeto de ensaios de caracterização de materiais destinados à simula-
ção por elementos finitos. Elaboração e execução de procedimentos de
identificação de parâmetros, com eventual auxílio de técnicas ópticas
de medição.
• Adaptar a parcela viscoplástica do presente modelo ao comportamento
típico de alguns polímeros, tal como aquele em que se observa o amole-
cimento pós-escoamento, seguido de um evolução da deformação com
um patamar de tensão e posterior aumento da resistência ao fluxo vis-
coplástico. Trabalhos como os de Anand et al. (2009) e Ames et al.
(2009) podem ser tomados como referência inicial nesse aspecto.
• Investigar os possíveis problemas decorrentes da formulação de dano
não local e buscar alternativas para tratá-los.
• Proposta de uma abordagem que incorpore a diferenciação para evolu-
ção de dano entre estados de tensões trativas e compressivas.
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• Como a formulação atual desconsidera os efeitos de concentração e
difusão, um estudo voltado a esses fenômenos pode agregar novas ca-
pacidades ao modelo e abrir novos caminhos de pesquisa do ponto de
vista da estrutura variacional apresentada.
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APÊNDICE A – POTENCIAL INCREMENTAL
Dadas as definições (4.14), (4.15) e (4.16), o pseudo-potencial (4.18)
pode ser escrito como
P = W˙ + (1− d)σY α˙ + cfA(α)η + 1
( α˙
c
)η+1
+Y d˙p +
R
2(1− d)n (Y + g)m−1
(
d˙h
)2 − gd˙ . (A.1)
Uma forma incremental equivalente de tal função pode ser aproximada
por uma integral do tipo
W = ∆W +∆tφ∗ '
∫ tn+1
tn
P dt , (A.2)
que, ao considerarmos
∆W = (1− dn+1)W˜n+1 − (1− dn)W˜n , Yn+1 ≡ W˜n+1 e Yn ≡ W˜n ,
toma a forma final
W = (1− dn+1)Yn+1 − (1− dn)Yn
+∆t
[
(1− dn+1)σY
(
∆α
∆t
)
+
cfA(αn+1)
η + 1
(∆α/∆t
c
)η+1]
+∆t
[
Yn+1
∆dp
∆t
]
+∆t
 R2(1− dn+θ)n (Yn+γ + g)m−1
(
∆dh
∆t
)2
− g∆d
h
∆t
 . (A.3)
Deve-se notar que algumas das variáveis de estado na função de dis-
sipação foram escolhidas de forma que essas possuam valores implícitos (i.e.
Yn+1,αn+1,dn+1), enquanto outras assumem valores intermediários dentro do
intervalo de tempo [tn, tn+1]. A variável Yn+γ no último termo de (A.3) é
definida por meio de uma função linearizada
Yn+γ = γYn+1 + (1−γ)Yn , γ ∈ [0,1] , (A.4)
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enquanto o dano total dn+θ é definido pela expressão
dn+θ = dn +θ
(
∆α
(Yn+θ)
S
N
+∆dh
)
, θ ∈ [0,1], (A.5)
com Yn+θ seguindo (A.4) com o parâmetro θ ∈ [0,1].
Como já mencionado, a escolha desses valores intermediários e suas
correspondentes aproximações podem ser consideradas como questão refe-
rente ao modelamento e conveniência numérica. Uma análise de sensibilidade
foi executada para os parâmetros θ e γ por meio de experimentos numéricos.
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APÊNDICE B – ESTACIONARIEDADE: DIREÇÃO
O problema de minimização (4.19) deve satisfazer as restrições (4.11)
impostas à M. Desta forma, as condições de otimalidade em relação a essa
variável interna são estabelecidas por meio de uma função Lagrangiana
L = P +λ1(M : I) +λ2(M : M− 3/2) , (B.1)
∂L
∂M
: δM = 0,
∂L
∂λ1
δλ1 = 0,
∂L
∂λ2
δλ2 = 0 . (B.2)
Empregando a primeira condição ∂L∂M : δM = 0, escolhendo δM = I e
δM = M, os multiplicadores de Lagrange ficam definidos por
λ1 =
1
3
∂P
∂M
: I , λ2 =
1
3
∂P
∂M
: M . (B.3)
Substituindo (B.3) em (B.2-a) resulta em
∂L
∂M
: δM =
∂P
∂M
: δM +
[(
1
3
∂P
∂M
: I
)
I +
(
2
3
∂P
∂M
: M
)
M
]
: δM = 0 . (B.4)
A fim de se avaliar ∂P∂M : δM, toma-se a taxa da energia livre de Helmholtz
escrita na forma
W˙ = (1− d)
[
P˜ : F˙ + χ˜ : F˙p + κ˜α˙
]
−Y d˙p −Y d˙h , (B.5)
sendo
χ˜ =
∂W˜
∂Fp
= −CeSe Fp −T = −Σ˜e Fp −T , (B.6)
e F˙p = DpFp , Dp = α˙M.
Após algumas operações algébricas, tem-se que
∂P
∂M
: δM = − (1− d)
[
α˙I
(
Σ˜e Fp −T
)
Fp T
]
: Is : δM =− (1− d) α˙Σ˜e : δM ,
(B.7)
na qual Is é um tensor identidade simétrico de quarta ordem. Substituindo
esse resultado em (B.4) e operando os termos, chega-se a
∂L
∂M
= −Σ˜ed +
2
3
(
Σ˜ed : M
)
M = 0 e M =
√
3
2
Σ˜ed∥∥∥Σ˜ed∥∥∥ , (B.8)
136
sendo Σ˜ed o tensor desviador de Mandel efetivo.
O problema incremental é então tratado de forma análoga. Nesse caso,
considera-se a função Lagrangiana incremental
L∆ =W +λ1(M : I) +λ2(M : M− 3/2) , (B.9)
W = (1− dn+1)Yn+1 − (1− dn)Yn +∆tφ∗. (B.10)
Ao avaliarmos o primeiro termo da condição de estacionariedade ∂L∆∂M : δM =
0, esse nos leva a
∂W
∂M
: δM =
∂ (1− dn+1)Yn+1
∂M
: δM +∆t
∂φ∗
∂M
: δM , (B.11)
que após extensiva sequência de operações, pode ser escrita em uma forma
compacta como
∂W
∂M
: δM = K
∂Yn+1
∂M
: δM , (B.12)
para a qual K é um escalar. Aplicando então o mesmo procedimento apresen-
tado anteriormente, isso resulta em
λ1 =
1
3
K
∂Yn+1
∂M
: I, λ2 =
1
3
K
∂Yn+1
∂M
: M . (B.13)
A fim de se avaliar ∂Yn+1∂M , a parcela isocórica da energia livre W
e
n+1 é consi-
derada aqui como uma função no formato de um potencial de Hencky
W en+1 =
1
2
εˆen+1 :D : εˆ
e
n+1 , (B.14)
no qual εˆen+1 = εˆ
pr
n+1 −∆αM é a contribuição isocórica da deformação loga-
rítmica. Assim,
∂Yn+1
∂M
=
∂W en+1
∂M
= −∆αΣ˜ed n+1 , (B.15)
na qual Σ˜d n+1 = Σ˜
pr
d n+1 − 2µ∆αM, Σ˜
pr
d n+1 = 2µεˆ
pr
n+1 definem o tensor de
Mandel isocórico elástico e µ é o módulo cisalhante do material. Substituindo
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(B.15) em (B.12), obtém-se finalmente um forma explícita para M, isto é,
∂L∆
∂M
= −Σ˜d n+1 + 23
[
Σ˜d n+1 : M
]
M = 0 , M =
√
3
2
Σ˜d n+1∥∥∥Σ˜d n+1∥∥∥ . (B.16)
Adicionalmente, como consequência da escolha de um potencial tipo Hencky,
a substituição de M na definição do tensor de tensões de Mandel isocórico
Σ˜d n+1 deixa evidente que Σ˜d n+1 e Σ˜
pr
d n+1 são colineares, tornando possível
o cálculo de M em termos de tensores preditores, isto é,
M =
√
3
2
Σ˜prd n+1∥∥∥Σ˜prd n+1∥∥∥ =
√
3
2
Cˆprn+1∥∥∥Cˆprn+1∥∥∥ . (B.17)
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APÊNDICE C – ESTACIONARIEDADE: DEFORMAÇÃO
ACUMULADA
A condição de estacionariedade de P em relação à variável α˙ pode ser
avaliada de forma direta por meio de
∂P
∂α˙
δα˙ =
[
∂W˙
∂α˙
+
∂
∂α˙
(
(1− d)σY α˙ + cfA(α)η + 1
( α˙
c
)η+1)
+Y
∂d˙p
∂α˙
]
δα˙ = 0 .
(C.1)
Considerando a taxa da energia livre de Helmholtz e a condição (B.7), isso
permite que (C.1) seja expressa como
∂P
∂α˙
= (1− d)
[
χ˜ :
∂F˙p
∂α˙
+ κ˜+ σY
]
+ fA(α)
( α˙
c
)η
(C.2)
= (1− d)
[
(σY + κ˜)− Σ˜eq
]
+ fA(α)
( α˙
c
)η
= 0 , (C.3)
na qual Σ˜eq = Σ˜e : M é uma tensão efetiva do tipo von Mises.
Embora tal derivação seja relativamente simples para a formulação
no contínuo, o procedimento torna-se um tanto mais elaborado quando se
considera o caso incremental equivalente. Tal fato decorre do acoplamento
produzido pela variável discreta ∆α no potencial incremental. A condição de
estacionariedade deW em relação à variável ∆α é escrita como
∂W
∂∆α
δ∆α =
(1− dn+1) ∂Yn+1∂∆α −Yn+1∂d
p
n+1
∂∆α
+∆t
∂φ¯∗
∂∆α
δ∆α = 0 . (C.4)
Em (C.4), os termos relacionados com as funções de dissipação são represen-
tados por
∆t
∂φ∗
∂∆α
= ∆t
∂ψ∗vp
∂∆α
+∆t
∂ϕ∗dp
∂∆α
+∆t
∂ϕ∗dh
∂∆α
, (C.5)
cuja expressão à direita da equação é composta pelas contribuições viscoplás-
tica, aquela devido ao dano dúctil e por último aquela relacionada ao dano
hidrolítico, sendo cada uma delas respectivamente descritas por
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∆t
∂ψ∗vp
∂∆α
= (1− dn+1)σY + fA(αn+1)
(∆α/∆t
c
)η
+∆t
 cη + 1 (∆α/∆tc )η+1 ∂fA(αn+1)∂∆α − σY
(
∆α
∆t
)
∂d
p
n+1
∂∆α
 , (C.6)
∆t
∂ϕ∗dp
∂∆α
= ∆t
Y S+1n+1
N
1
∆t
+∆t
∆α
∆t
(S + 1)
Y Sn+1
N
∂Yn+1
∂∆α
, (C.7)
∆t
∂ϕ∗dh
∂∆α
= ∆t
R
2
(
∆dh
∆t
)2

γ
1−m
(1− dn+θ)n
(
Yn+γ + g
)m ∂Yn+1∂∆α
+
n
(1− dn+θ)n+1
(
Yn+γ + g
)m−1 ∂dpn+θ∂∆α

.
(C.8)
Finalmente, partindo da definição (A.5) para dn+θ bem como das derivadas
parciais do dano dúctil em relação à ∆α
∂d
p
n+θ
∂∆α
= θ
Y Sn+θN +θS∆αY S−1n+θN ∂Yn+1∂∆α
 , θ ∈ [0,1] , (C.9)
a condição (C.4) é então escrita em forma compacta como
∂W
∂∆α
= G∂W
e
n+1
∂∆α
+ A+∆tB = 0 , (C.10)
sendo G, A e B respectivamente definidas em (4.43), (4.44) e (4.45).
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APÊNDICE D – ESTACIONARIEDADE: DANO HIDROLÍTICO
A condição de estacionariedade de P com relação a d˙h resulta em
∂P
∂d˙h
δd˙h =
∂W˙∂d˙h + ∂∂d˙h
 R2(1− dh)n (Y + g)m−1 d˙h 2 − gd˙h

δd˙h = 0 ,
(D.1)
que, uma vez que seus termos tenham sido rearranjados, fornece a equação
para evolução do dano hidrolítico (4.26), repetida aqui por conveniência
d˙h = (1− d)n (Y + g)
m
R
. (D.2)
Novamente, ressalta-se que para o caso incremental as operações não são tão
diretas devido ao acoplamento produzido pela variável incremental ∆dh em
W (expressões (4.28) e (4.30), assim
∂W
∂∆dh
δ∆dh =
[
∂
∂∆dh
[(1− dn+1)Yn+1] +∆t
(
∂ψ∗vp
∂∆dh
+
∂ϕ∗dh
∂∆dh
)]
δ∆dh
(D.3)
= −Yn+1 −∆tσY
(
∆α
∆t
)
+
∂ϕ∗dh
∂d˙h
+θ∆t
∂ϕ∗dh
∂dhn+θ
= 0 , (D.4)
sendo
∂ϕ∗dh
∂d˙h
=
R
(1− dn+θ)n
(
Yn+γ + g
)m−1 ∆dh∆t − g , (D.5)
∂ϕ∗dh
∂dhn+θ
=
n
2(1− dn+θ)n+1
R(
Yn+γ + g
)m−1 (∆dh∆t
)2
. (D.6)
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Finalmente, substituindo (D.5) e (D.6) em (D.4) fornece
r2 =
∂W
∂∆dh
= − (Yn+1 + g) + R
(1− dn+θ)n
(
Yn+γ + g
)m−1 ∆dh∆t
+∆t
θ nR2(1− dn+θ)n+1 (Yn+γ + g)m−1
(
∆dh
∆t
)2
− σY
(
∆α
∆t
) = 0 .
(D.7)
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APÊNDICE E – SEGUNDO TENSOR DE TENSÃO DE
PIOLA-KIRCHHOFF
A atualização da tensão descrita em termos do segundo tensor de
Piola-Kirchhoff pode ser avaliada considerando (4.46), isto é,
Sn+1 = 2
∂W
∂Cn+1
, (E.1)
na qual
∂W
∂Cn+1
= (1− dn+1) ∂Yn+1∂Cn+1 −Yn+1
∂d
p
n+1
∂Cn+1
+∆t
∂φ∗
∂Cn+1
, (E.2)
e
∆t
∂φ∗
∂Cn+1
= ∆t
∂ψ∗vp
∂Cn+1
+∆t
∂ϕ∗dp
∂Cn+1
+∆t
∂ϕ∗dh
∂Cn+1
. (E.3)
Cada termo de (E.3) é respectivamente dado por
∆t
∂ψ∗vp
∂Cn+1
= −∆tσY
(
∆α
∆t
)
∂d
p
n+1
∂Cn+1
, (E.4)
∆t
∂ϕ∗dp
∂Cn+1
= ∆t
∆α
∆t
(S + 1)
Y Sn+1
N
∂Yn+1
∂Cn+1
, (E.5)
e
∆t
∂ϕ∗dh
∂Cn+1
= ∆t
R
2
(
∆dh
∆t
)2 
θ
n
(1− dn+θ)n+1
(
Yn+γ + g
)m−1θS∆αY S−1n+θN ∂Yn+1∂Cn+1
+γ
1−m
(1− dn+θ)n
(
Yn+γ + g
)m ∂Yn+1∂Cn+1
 .
(E.6)
Substituindo (E.4), (E.5), (E.6) em (E.3) e em seguida (E.3) em (E.2),
segue que o segundo tensor de Piola-Kirchhoff assume a forma da expressão
final em (4.46), isto é,
Sn+1 = 2
∂W¯
∂Cn+1
≡ 2 ∂W
∂Cn+1
= GS˜n+1. (E.7)
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APÊNDICE F – SEGUNDA DERIVADA DO POTENCIAL
INCREMENTAL
Além da primeira condição de estacionariedade do potencial incre-
mental (4.28), a informação sobre a segunda derivada parcial poderá ser útil,
por exemplo, na solução do sistema local de equações do modelo constitutivo,
ou ainda na solução global de equilíbrio para o método de elementos finitos.
Sendo assim, apresenta-se aqui de forma sucinta os principais resultados da
segunda derivada do potencial em relação as variáveis incrementais do mo-
delo ∆α e ∆dh. Desta forma, a partir da Equações (4.41) e (4.42), repetidas
abaixo por conveniência,
r1 = G
∂W en+1
∂∆α
+ A+∆tB = 0
r2 =− (Yn+1 + g) + R
(1− dn+θ)n
(
Yn+γ + g
)m−1 ∆dh∆t
+∆t
θ nR2(1− dn+θ)n+1 (Yn+γ + g)m−1
(
∆dh
∆t
)2
− σY
(
∆α
∆t
) = 0
busca-se então as respectivas expressões para
K11 =
∂r1
∂∆α
, K12 =
∂r1
∂∆dh
, K21 =
∂r2
∂∆α
, K22 =
∂r2
∂∆dh
. (F.1)
Expressão paraK11
K11 = G ∂∂∆α
(
∂W en+1
∂∆α
)
+
∂W en+1
∂∆α
∂G
∂∆α
+
∂A
∂∆α
+∆t
∂B
∂∆α
(F.2)
na qual
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∂G
∂∆α
=− σY S
2∆αY S−1n+1N +∆α2 (S − 1) Y S−2n+1N ∂Yn+1∂∆α

+∆t (1−m) R
2
(
∆dh
∆t
)2
γ
−γ m(1− dn+θ)n (Yn+γ + g)m+1
∂Yn+1
∂∆α

+∆t (1−m) R
2
(
∆dh
∆t
)2
γ
θ n(1− dn+θ)n+1 (Yn+γ + g)m
Y Sn+θ
N

+∆t (1−m) R
2
(
∆dh
∆t
)2
γ
θ n(1− dn+θ)n+1 (Yn+γ + g)mθS∆α
Y S−1n+θ
N
∂Yn+1
∂∆α

+∆tn
R
2
(
∆dh
∆t
)2
θ2
S
N
 Y S−1n+θ(1− dn+θ)n+1 (Yn+γ + g)m−1

+∆tn
R
2
(
∆dh
∆t
)2
θ2
S
N
θ ∆α (S − 1)Y S−2n+θ(1− dn+θ)n+1 (Yn+γ + g)m−1
∂Yn+1
∂∆α

+∆tn
R
2
(
∆dh
∆t
)2
θ2
S
N
γ (1−m)∆αY S−1n+θ(1− dn+θ)n+1 (Yn+γ + g)m ∂Yn+1∂∆α

+∆tn
R
2
(
∆dh
∆t
)2
θ2
S
N
θ (n+ 1)∆αY S−1n+θ(1− dn+θ)n+2 (Yn+γ + g)m−1
Y Sn+θ
N

+∆tn
R
2
(
∆dh
∆t
)2
θ2
S
N
θ2 (n+ 1)∆α2SY S−1n+θ(1− dn+θ)n+2 (Yn+γ + g)m−1
Y S−1n+θ
N
∂Yn+1
∂∆α
 ,
(F.3)
∂A
∂∆α
= G ∂κ
∂∆α
+κ
∂G
∂∆α
−σY
∂d
p
n+1
∂∆α
+fA(αn+1)
η
c∆t
(∆α/∆t
c
)η−1
+
(∆α/∆t
c
)η ∂fA(αn+1)
∂∆α
(F.4)
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∂B
∂∆α
=
c
η + 1
∂fA(αn+1)
∂∆α
(η + 1)
c∆t
(∆α/∆t
c
)η
+
c
η + 1
(∆α/∆t
c
)η+1 ∂2fA(αn+1)
∂∆α2
−σY
∆t
Y Sn+1N +∆αS Y S−1n+1N ∂Yn+1∂∆α

+
R
2
(
∆dh
∆t
)2
nθ
N
θ SY S−1n+θ(1− dn+θ)n+1 (Yn+γ + g)m−1
∂Yn+1
∂∆α

+
R
2
(
∆dh
∆t
)2
nθ
N
γ (1−m)Y Sn+θ(1− dn+θ)n+1 (Yn+γ + g)m ∂Yn+1∂∆α

+
R
2
(
∆dh
∆t
)2
nθ
N
θ (n+ 1)Y Sn+θ(1− dn+θ)n+2 (Yn+γ + g)m−1
Y Sn+θ
N

+
R
2
(
∆dh
∆t
)2
nθ
N
θ2 (n+ 1)∆αSY Sn+θ(1− dn+θ)n+2 (Yn+γ + g)m−1
Y S−1n+θ
N
∂Yn+1
∂∆α
 .
(F.5)
Expressão paraK12
K12 =
∂W en+1
∂∆α
∂G
∂∆dh
+
∂A
∂∆dh
+∆t
∂B
∂∆dh
(F.6)
sendo que
∂G
∂∆dh
= −1 +R∆d
h
∆t
γ
(1−m)
(1− dn+θ)n
(
Yn+γ + g
)m
+R
∆dh
∆t
θ2
n
(1− dn+θ)n+1
(
Yn+γ + g
)m−1 S∆αY S−1n+θN
+∆t
R
2
(
∆dh
∆t
)2
γθ
n (1−m)
(1− dn+θ)n+1
(
Yn+γ + g
)m
+∆t
R
2
(
∆dh
∆t
)2
θ3
n (n+ 1)
(1− dn+θ)n+2
(
Yn+γ + g
)m−1 S∆αY S−1n+θN ,
(F.7)
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∂A
∂∆dh
= κ
∂G
∂∆dh
− σY (F.8)
∂B
∂∆dh
=
1
∆t
θ
nR
(1− dn+θ)n+1
(
Yn+γ + g
)m−1 Y Sn+θN ∆dh∆t
+
R
2
(
∆dh
∆t
)2
θ2
n (n+ 1)
(1− dn+θ)n+2
(
Yn+γ + g
)m−1 Y Sn+θN (F.9)
Expressão paraK21
K21 =
∂r2
∂∆α
= −∂Yn+1
∂∆α
+
∂
∂∆α
 R(1− dn+θ)n (Yn+γ + g)m−1
∆dh
∆t

+θ∆t
∂
∂∆α
 nR2(1− dn+θ)n+1 (Yn+γ + g)m−1
(
∆dh
∆t
)2− σY (F.10)
K21 = −
(
∂Yn+1
∂∆α
+ σY
)
+R
∆dh
∆t
γ
1−m
(1− dn+θ)n
(
Yn+γ + g
)m ∂Yn+1∂∆α
+R
∆dh
∆t
θ
n
(1− dn+θ)n+1
(
Yn+γ + g
)m−1
Y Sn+θN +θS∆αY S−1n+θN ∂Yn+1∂∆α

+θ∆t
nR
2
(
∆dh
∆t
)2
θ
n+ 1
(1− dn+θ)n+2
(
Yn+γ + g
)m−1
Y Sn+θN +θS∆αY S−1n+θN ∂Yn+1∂∆α

+θ∆t
nR
2
(
∆dh
∆t
)2
γ
1−m
(1− dn+θ)n+1
(
Yn+γ + g
)m ∂Yn+1∂∆α (F.11)
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Expressão paraK22
K22 =
∂r2
∂∆dh
=
1
∆t
R(
Yn+γ + g
)m−1 [ 1(1− dn+θ)n +θ∆dh n(1− dn+θ)n+1
]
+θ∆t
1
∆t2
nR
2
(
Yn+γ + g
)m−1 [2 ∆dh(1− dn+θ)n+1 +θ ∆dh 2 n+ 1(1− dn+θ)n+2
]
(F.12)
K22 =
R
(1− dn+θ)n
(
Yn+γ + g
)m−1 [ 1∆t +θ n(1− dn+θ) ∆dh∆t
]
+θ
nR
(1− dn+θ)n+2
(
Yn+γ + g
)m−1
(1− dn+θ) ∆dh∆t +θ∆t (n+ 1)2
(
∆dh
∆t
)2
(F.13)
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